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A method is proposed to approach the theory of stellar dynamics by integrating
the equations of motion of a random cluster with few stars. The variable time-step
is always governed by the closest pair of stars, and a special definition of the relaxa-
tion time is given. The accuracy of the calculation is adjusted to keep the relative
energy error smaller than 5 X 10~ per relaxation time. A satisfactory degree of
reliability of the results is reached by taking the average over a number of examples
and of relaxation times.

Only the first phase of development has been calculated. The relaxation time for
n = 4, 8, 12, 16 agrees very closely with CHANDRASERHAR’s formula. For n = 8, 12,
16, after 2 to 3 relaxation times, an internal structure is approached which shows
no appreciable change within the next 10 relaxation times. The only exception is
the density at great distance, which increases steadily due to stars escaping from the
center. This might be used for an estimate of cluster ages. The density distribution
of the inner region agrees with an isothermal polytrope, but deviations of 25%, could
be real.

The velocity distribution is maxwellian within 179, but shows a remarkable
excess of higher velocities. These are due to close pairs and have nothing to do with
escaping stars. Therefore, the velocity distribution does not seem to give an adequate
description and should be replaced by the distribution of the total energies (kinetic
plus potential) of the stars.

Compared with theory, the production of stars with higher energies is too small
by a factor of about 5. A rediscussion of the theory is suggested.

I. Einleitung und Aufgabenstellung

1. Die zeitliche Entwicklung isolierter Sternsysteme hat etwas Faszi-
nierendes: Durch die gegenseitige gravitative Wechselwirkung seiner
Sterne strebt jedes Sternsystem einem Gleichgewicht zu, das sich jedoch
prinzipiell nie erreichen 148t. Im Endzustand des stationdren Gleich-
gewichtes wiirde eine Maxwellsche Verteilung der Geschwindigkeiten
herrschen und die Dichteverteilung einer Isothermen Polytropen. Aber
dieser Zustand ist aus zwei miteinander verkniipften Griinden nicht
realisierbar: Erstens gehen laufend alle Sterne mit Uberentweich-
geschwindigkeit dem System verloren, und zweitens hat die Isotherme
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Polytrope bei endlicher Zentraldichte eine unendliche Gesamtmasse,
beziehungsweise bei endlicher Masse wire die Dichte iiberall gleich Null.

Beim Hinstreben auf das stationire Gleichgewicht verstromt jedes
Sternsystem sich somit an seine Umgebung, wihrend der Kern des Sy-
stemes bei abnehmender Masse und zunehmender Dichte sich zusammen-
zieht. Erst nach der erfolgten volligen Auflésung ist der stationire End-
zustand erreicht, allerdings nur in Form einer trivialen Losung, bei der
die Dichte iiberall gleich Null ist.

Ein mehr praktischer Grund fiir das Interesse an diesen Fragen ist der
folgende. Sobald die Entwicklung von Sternhaufen theoretisch gut erfaft
ist, sollte man damit rechnen diirfen, da die Anwendung der Theorie auf
die beobachteten Sternhaufen eine rein dynamische Altersbestimmung
von offenen Sternhaufen und Kugelhaufen moglich macht.

2. Jeder Sternhaufen ist zwei Arten von Einfliissen ausgesetzt: erstens
dem inneren Energieaustausch (seiner Haufensterne untereinander),
zweitens dulleren Kraften (Energieaustausch mit Feldsternen, Gezeiten-
wirkung der MilchstraBe). In beiden Fillen erhalten laufend einige Sterne
Uberentweichgeschwindigkeit und gehen dem Haufen verloren. Im ersten
Fall kontrahiert der restliche Haufen, im zweiten Fall dehnt er sich weiter
aus, und beides fiihrt schlieBlich zur Auflésung des Haufens. Welcher von
beiden Einfliissen iiberwiegt, hingt nur von der Dichte des Haufens ab.
In der vorliegenden Arbeit soll allein die innere Wechselwirkung betrachtet
werden.

Eine erstrebenswerte Art der Darstellung wire die, dafl ein vorgegebe-
nes Sternsystem nach einigen Relaxationszeiten ein instationdres Gleich-
gewicht erreicht und bis zum Ende beibehilt. Hiermit sei ein Zustand ge-
meint, dessen mathematische Beschreibung fir alle Systeme und zu allen
Zeiten stets die gleiche Form hat, wobei jedoch die Parameter dieser Be-
schreibung von der Masse abhéngen und sich mit der Zeit langsam und
stetig verindern. — Eine derartige geschlossene und vollsténdige Theorie
der Entwicklung von Sternhaufen liegt jedoch noch nicht vor.

3. Die Zeitskala des Energieaustausches wird Relaxationszeit genannt.
Der Begriff der Relaxation wurde 1866 von MAXWELL eingefiihrt und
1916 von JEaANSund von K. ScEWARZSCHILD auf Sternsysteme angewandt.
Dieses Problem des Energieaustausches und die damit verbundene Ab-
wanderung geniigend schneller Sterne wurde ab 1938 in Arbeiten von
AMBARZUMIAN, SPITZER, CHANDRASERHAR und WILLIAMSON wieder auf-
gegriffen und erhielt seine klassische Form durch CHANDRASEKHAR in
“Principles of Stellar Dynamics”. (Siehe dort auch Zitate der fritheren
Arbeiten.) Die wichtigsten Ziige dieser Theorie Werden in Abschnitt I1
kurz geschildert werden.

CHANDRASEKHAR gibt Formeln an fiir die Dauer einer Relaxationszeit
und fiir den Bruchteil der entweichenden Sterne. Auf diesen Grundlagen
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haben sich einerseits inzwischen eine Reihe weiterer Arbeiten aufgebaut,
die entweder die zeitliche Entwicklung der Masse und des Radius eines
Sternhaufens betrachten (Kmvg 1958b, v. HOERNER 1958, MATSUNAMI
u. Mitarb. 1959, GurEwicH u. LEvIN 1950), oder die die Verteilung von
Dichte und Geschwindigkeit untersuchen (WooLLEY u. ROBERTSON 1956,
BELzER, GaMow u. KrerLrer 1951, WoorLLEY 1954, WoorLLEY 1956,
v. HoErNER 1957a, RupreEcHT 1958, HENON 1959a, HENON 1959b,
OORT u. vAN HERK 1959).

Andererseits lassen sich gegen die Ableitung der benutzten Formeln
und vor allem gegen ihre Anwendung auf Sternhaufen eine Reihe von
Einwénden vorbringen. In einigen Arbeiten wurde versucht, einigen dieser
Einwidnde zu begegnen bzw. sie zu korrigieren (HENoN 1958, KiNa
1958a, K1ixg 1959, SpitzerR und HARM 1958), doch kann von einer be-
friedigenden Losung aller Probleme zur Zeit noch keine Rede sein.

Die gegenwirtige Situation 148t sich dadurch beschreiben, daf es
eine Anzahl vertrauenerweckender, aber keineswegs sicherer Ansitze gibt
fir die Beschreibung einzelner Zonen eines Sternhaufens: Zentrum,
Zwischengebiet, Bereich des radialen Gleichgewichtes, AuBenbereich
(v. HOERNER 1957); die mathematische Beschreibung dieser Bereiche ist
teilweise reichlich kompliziert und wird es um so mehr, je exakter sie
sein will. Eine exakte Beschreibung des Systemes im ganzen, mit seiner
zeitlichen Entwicklung, dirfte jedoch vermutlich ganz hoffnungslos
kompliziert werden. — Weiterhin ist zur Zeit noch véllig ungeklirt,
wieviel Sterne eigentlich ein Haufen mindestens enthalten sollte, damit
die bisherigen Ergebnisse noch auf ihn angewendet werden diirfen.

4. Aus dieser Situation heraus entstand der Plan zu der vorliegenden
Arbeit. Ihre grundlegende Idee ist die folgende: Werden die Versuche der
analytischen Beschreibung kompliziert und unbefriedigend, so greife
man (zumindest voriibergehend) zur Methode der ,,Experimentellen
Mathematik“. Man nehme einen kleinen Sternhaufen zufilliger Art,
setze ihn auf eine moglichst schnelle elektronische Rechenmaschine,
integriere numerisch die Bewegungsgleichungen tiiber lingere Zeit, und
sehe zu, wie er sich entwickelt. — Ein gewisses Mall an Genauigkeit
sowie die Abschétzung ihrer GroBe 148t sich durch Mittelung tiber mehrere
Beispiele erreichen.

Dabei sollte die Rechnung und die Ausgabe der Ergebnisse so angelegt
werden, da8 sich, falls moglich, die folgenden Fragen beantworten lassen:

1. Beziiglich der Rechentechnik:

a) Hat es iiberhaupt einen Sinn, die Theorie der Sternhaufen bereits mit
wenigen Sternen priifen zu wollen ?

b) Wie miissen Rechenmethode und Schrittweite gewahlt werden,
damit sich, bei ertriglichem Aufwand, eine geniigende Genauigkeit,
ergibt ?
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c) Wie steigt der Rechenaufwand mit der Anzahl n der Sterne ?

2. Beziiglich der ersten Phase der Entwicklung:

a) Wie lang ergibt sich die Relaxationszeit ?

b) Welche Verteilungen von Dichte und Geschwindigkeit spielen sich
ein ?

c) Wieviel Sterne/Relaxationszeit verlassen den Haufen ?

3. Beziiglich der weiteren Entwicklung:

a) Wie verlduft die zeitliche Abnahme von Masse, Radius und Re-
laxationszeit des Haufens ?

b) Wie verindern sich die Verteilungen von Dichte und Geschwindig-
keit iiber lingere Zeitrdume ?

¢) Von wann ab sollte man die Auflésung des Haufens als ,,beendet
betrachten, und wie sieht dieser Endzustand aus ?

4. Als ein erster Schritt auf diesem Wege wurden auf der Tiibinger
Maschine ,,Siemens 2002 einige Beispiele gerechnet mit n = 4, 8, 12
und 16 Sternen. Diese Beispiele hatten urspriinglich nur den Zweck, die
Fragen der ersten Gruppe zu kliren. Thre Auswertung ergab jedoch
bereits recht interessante Antworten auf die Fragen der zweiten Gruppe
sowie einige weitere, nicht vorhergesehene Hinweise.

Auf die Beantwortung der Fragen der dritten Gruppe wurde bei diesem
ersten Schritt noch verzichtet. Hierfiir ist ein gesondertes und weit um-
fangreicheres Programm noétig. Dazu muf erst noch geklirt werden, wie
man wahrend der laufenden Abwanderung schneller Sterne eigentlich
den ,,restlichen Haufen‘ definieren soll, genauer gesagt seinen Radius
und die Anzahl seiner verbleibenden Sterne. Aber auch der Mittelpunkt
dieses restlichen Haufens ist schwer zu definieren : weil die schnellen Sterne
in Zufalls-Richtungen davonfliegen, erhilt der restliche Haufen Zufalls-
Impulse und beginnt zu wandern. — Eine theoretische Abschétzung ergab,
daB nach spitestens 10 Relaxationszeiten der Schwerpunkt und dessen
Geschwindigkeit neu zu bestimmen sind.

5. Weitere Rechnungen dieser Art sind geplant, kénnen jedoch, wegen
einer lingeren Abwesenheit, erst nach iiber einem Jahr durchgefiihrt
werden.

Die vorliegende Arbeit will keine endgiiltigen Ergebnisse liefern. Sie
will vor allem eine neue Methode vorschlagen, die Moglichkeit von Er-
folgen zeigen, weitere Rechnungen vorbereiten, und méchte auch andern-
orts zu dhnlichem Nachdenken anregen.

II. Theoretische Grundlagen und Erwartungen

Im folgenden sollen von der Theorie der Sternsysteme nur diejenigen
Punkte (kurz und zusammengefa8t) geschildert werden, die als Grund-
lagen der durchgefithrten Rechnungen dienen oder zu ihrer Auswertung
herangezogen werden. — Alle Arbeiten, die den detaillierteren Aufbau

© Springer-Verlag * Provided by the NASA Astrophysics Data System


http://adsabs.harvard.edu/abs/1960ZA.....50..184V

F1960ZA. - 7 2. 507 "182V!

188 SEBASTIAN VvON HOERNER:

oder die spitere zeitliche Entwicklung beschreiben, sollen erst in einer
zukiinftigen Arbeit anhand von weiteren Rechnungen besprochen werden.
— Das heiBt, daB wir uns hier, mit wenigen Ausnahmen, auf die Dar- -
stellung von CHANDRASERHAR (1947) beschrinken wollen.

Ila. Relaxationszeit und Abwanderung

1. CHANDRASEKHAR geht davon aus, daB jeder Stern in einem homo-
gen und isotrop verteilten Sternfeld eine Folge von kleineren und groBe-
ren Wechselwirkungen mit den anderen Sternen erfihrt, die jeweils eine
Anderung AE, der kinetischen Energie des Sternes bewirken. Er be-
trachtet nur die Wechselwirkung je zweier Sterne und nimmt an, daB
die Energieanderungen sich im Mittel mit wachsender Zeit quadratisch

addieren:

ZAE: ~ dt. (1)
Die Relaxationszeit 7' wird dann definiert durch

ZAE  dt

wobei K, hier die mittlere kinetische Energie eines Sternes bedeutet.
Unter der Voraussetzung Maxwellscher Verteilung der Geschwindig-
keiten wird nun fiir die Begegnung je zweier Sterne der Mittelwert von
A EZ berechnet, gemittelt iiber alle Richtungen, Absténde und Geschwin-
digkeiten. Dabei divergiert die Integration iiber die Absténde logarith-
misch (in Wirklichkeit sind die Wechselwirkungen mit den ferneren
Sternen keine Zweier-Begegnungen und heben sich weitgehend gegen-
seitig auf). Daher schneidet CHANDRASERHAR diese Integration ab, und
zwar bei der mittleren gegenseitigen Entfernung benachbarter Sterne.
SchlieBlich ergibt sich (CHANDRASERHAR 1947, Formel 2. 379):
1 /3\12 1 V3 1
=35 (=) @ o v )

mit: G Gravitationskonstante ; m Masse eines Sternes; ¢ Dichte (= Anzahl
Sterne/Volumen); V, Wurzel aus dem mittleren Geschwindigkeits-
quadrat; p = (6 o/m)3/(2Gm).

Bei der Anwendung auf Sternhaufen wird erstens die Dichte ersetzt
durch

7T

3 n
=47 E (4)

wobei n die Anzahl der Sterne des Haufens ist und R sein Radius. Zweitens
wird der Virialsatz beniitzt: '

Gmn
2r_y °

V3=

(5)

Dabei ist 7_; zwar von gleicher GroBenordnung wie der Radius des
Haufens, ist jedoch anders definiert, und zwar als reziprok gemittelter
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Abstand r;; je zweier Haufensterne

.

5 = (6)

Tij

1 2 i
r_q - n(n —1) 2

t=17=1

Vernachléssigt man mit CEANDRASERHAR den Unterschied zwischen r_,
und R, so erhélt man aus (3):

=5 (5) " () mom @

Legt man jedoch Wert auf die Unterscheidung zwischen r_;, und R, so
ist die obige Formel noch rechts zu multiplizieren mit

\ (R )3’2, (7a)

-1

wobei in dem logarithmischen Term r_,= R gelassen wurde.

2. Fir das Entweichen der Sterne mit hoher Geschwindigkeit setzt
CHANDRASEKHAR (nach AMBARZUMIAN und SPITZER) an, dall erstens
wihrend je einer Relaxationszeit eine volle Maxwell-Verteilung der Ge-
schwindigkeiten entsteht, und daB zweitens alle Sterne mit Uberentweich-
geschwindigkeit den Haufen verlassen. Die Entweichgeschwindigkeit V
ergibt sich, aus dem Virialsatz, im Mittel zu

und der Bruchteil aller Sterne mit V' = V, ist bei der Maxwell-Verteilung
Q= 0,0074 . 9)

Somit sollten im Mittel pro Relaxationszeit 0,749, aller Sterne dem
Haufen verlorengehen.

CHANDRASEKHAR weist darauf hin, dafl nicht jeder Stern mit hoher
Geschwindigkeit den Haufen auch wirklich verlassen wird, der Stern muf}
erst noch einen Teil des Haufens durchlaufen und kann dabei durch
Wechselwirkung mit anderen Sternen einen Teil seiner Energie wieder
verlieren. Vor allem bei Haufen mit geringer Sternzahl n wird dieser
Effekt wirksam. Nach King (1959) verlingert sich jedoch auch bei
n = 20 die ,,effektive Relaxationszeit’* dadurch nur um 319%,.

I1b. Charakteristische Grofen

1. Einige, fiir Aufbau und Entwicklung eines Sternhaufens charakteri-
stische GroBen sollen miteinander verglichen werden (siehe auch HENON
1958). Wir definieren:

R mittlerer Radius des Haufens; R, Radius des Wirkungs-

querschnittes eines Sternes fiir gravitative Wechselwirkung;

A freie Weglange der Sterne im Haufen ; D mittlerer Abstand
benachbarter Sterne.

(10)
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Es folgt eine grobe Abschitzung dieser Langen.
Wir setzen r_,= R, verzichten auf Korrekturfaktoren der GroBen-
ordnung eins und erhalten aus dem Virialsatz:

Gmn

R=—p. (11)

Fiir den ,,Gravitationsabstand‘‘ R, setzen wir an: Wiirde ein Stern mit
der Geschwindigkeit V an einem zweiten Stern (geradlinig) mit dem
kleinsten Abstand A4 voriiberfliegen, so betrigt die Dauer der Begegnung
etwa A/V; und wahrend dieser Zeit erhalt er eine Beschleunigung der
GroBle Gm/A2. Dadurch erhilt er eine auf den zweiten Stern gerichtete
Geschwindigkeitskomponente der GroBle (Gm/A4?%) - (A4/V). Von einer

,,starken‘‘ Wechselwir-

Néiherungswerte deTrathuer:t.eristischen Grofien kung kénnen wir dann
sprechen, sobald dieser
. DIR, AR A/D letzte Ausdruck ver-
=057/ =0,057 =0,025n4/ gleichbar mit V wird,
. z. B. gleich V/2. Den
8 2,0 0,4 0,4 hierzu gehérigen Wert
16 3,2 0.8 1,0 von A setzen wir gleich
20 3,7 1,0 14
30 4.8 1.5 2.3 R, und erhalten
5 7
108 1ng ?’5 1;’5 R,= 2?,;—2’” = 4n—R . (12)
1?)88 gg ég 2;3 Zur Abschéitzung der

freien Weglinge A setzen

wir A= VT, wobei wir in dem logarithmischen Term von (7) die Ab-
héangigkeit von n vernachlissigen und n = 20 setzen. Dann ist:

A=005nR. (13)

Fiir den mittleren Abstand benachbarter Sterne setzen wir mit CHANDRA-
SEKHAR an (1947, Formel 5. 214):

D = 2R/nM3 . (14)
2. Die Grofienfolge dieser vier Langen ist damit:
R, <D<LR<A fir n>1, (15)

wihrend fiir kleine Sternzahlen n die obige Folge durchaus nicht gilt,
wie die obenstehende Tabelle zeigt.

Zusammenfassend ergibt sich:

1. Erst fir groBere n ist jeder Stern im Mittel gravitationsméaBig ,,weit**
von seinen Nachbarn entfernt (Spalte 2).

2. Bevor ein Stern eine groflere Wechselwirkung erfahrt, beschreibt er
eine Anzahl von Umliufen, die proportional zu n wichst. Jedoch ist erst
fiir n > 20 die freie Weglinge groBer als der Radius des Haufens (Spalte 3).
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3. Bevor ein Stern eine groBere Wechselwirkung erfahrt, fliegt er an
einer Anzahl von Sternen vorbei, die proportional zu n*?® wichst. Doch
ist er fiir n < 20 praktisch dauernd in Wechselwirkung mit mindestens
einem seiner Nachbarn (Spalte 4).

Hieraus kénnte man den Eindruck gewinnen, in Anbetracht der Ab-
leitung von Formel (3), dal bei einer numerischen Rechnung der geplan-
ten Art mindestens eine Anzahl von 50 bis 100 Sternen nétig sei, um die
Theorie zu kontrollieren. — Doch kann hieriiber schlieBlich nur der Ver-
such entscheiden, da auch die Werte der Tabelle 1 bei kleinem 7 nicht
mehr zu stimmen brauchen.

IIc. Gleichgewicht

1. Da sich die Rechnungen nur iiber die erste Phase der Entwicklung
erstrecken sollen, ist es zweckmiBig, die entweichenden Sterne nicht
,,abzustreichen, sondern noch weiter mit zu beriicksichtigen. Dann
ist die Gesamtenergie des Haufens zeitlich konstant:

B =E,+ E,= const (16)
mit
mn n(n—1) Gm?
EBy=—- VZ und By=——7— . (17)
Dabei ist 7_; nach (6) definiert, und V, ist die Wurzel aus dem mittleren
Geschwindigkeitsquadrat.
Im zeitlichen Mittel sollte fiir den Haufen der Virialsatz gelten:
' 2F,+ E,=0, (18)

so dal wegen (16) und (18) auch K, und E, einzeln konstant bleiben.
Dadurch sind dann V, und 7_; ebenfalls im Mittel konstant:

n(n —1) (2K — 1) Gm? _2F |l
F-1= —4KE und VZ:{mn(2K—l)} (19)
wobei die GroBe K durch
—E, Gmn
K= 2B, 2r_,V3% (20)
definiert ist. Bei Erfillung des Virialsatzes sollte dann
K=1 (21)

sein.
2. Fiir die Verteilung der Geschwindigkeiten soll nur geprift werden,
ob sie, zumindest fiir nicht zu groe £, der Maxwellverteilung gleicht:

_31/8 7 iy
J7) =32 5 e, (22
wobei in Umgebung der Entweichgeschwindigkeit

V=2V, (23)

ein Defizit gegeniiber (22) zu erwarten ist.
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Im zentralen Teil des Haufens sollte sich eine Isotherme Polytrope ein-
spielen, deren Lingenskala nach CEANDRASERHAR (1947, Formel 5. 806)
gegeben ist durch :

N A
0 ]/12 w@mo,
und deren Verlauf dort aus Tabelle 13 entnommen werden kann (g, ist
die Dichte im Mittelpunkt; in Sterne/Volumen).

Weiterhin sollte sich weit auBen nach v. HoErRNER (1957a) die Ver-

teilung

(24)

o(r) = const/rt fir r>R (25)

ergeben, wenn man nur voraussetzt, daf die wahrend jeder Relaxations-
zeit erzeugte Verteilung der Geschwindigkeiten stetig ist in der Umgebung
der Entweichgeschwindigkeit.

11d. Die Rechendauer

1. Benotigt man 4 Operationen, um die gegenseltlge Anziehung je
zweier Sterne zu berechnen, so ist

1 Zeitschritt = 7 A Operationen , (26)

wenn wir n gegen n? vernachlissigen.

Die Lange eines Zeitschrittes 1aBt sich nicht allgemein festsetzen; sie
soll sich stets nach den beiden Sternen richten, die den kleinsten Abstand
voneinander haben. Wir definieren eine mittlere Vorubergangszelt

zweier Nachbarn:;

To= _ﬁ V—2 ,
wobei D, der mittlere Abstand zweier Nachbarn ist. Nach CHANDRA-
SEKHAR (Formel 5.214) ist

(27)

Dy= 2R[n}/? (28)
2. Fiir die Relaxationszeit machen wir die gleichen Vernachlassigungen
wie fiir die Ableitung von (7) und (13) und erhalten

(29)
und damit schlieBlich

Tlry= 0,035 n*/3. (30)
Nun brauchen wir aber nicht die mittlere Voriibergangszeit zweier Nach-
barn, sondern die Voriibergangszeit t,, der beiden Sterne, die den kleinsten
Abstand D,, voneinander haben. Fiir die gegenseitige Geschwindigkeit
dieser beiden Sterne setzen wir an

V=12 V3(Do/ Dy )'/2 (31)
und erhalten fir z,,= D,,/V,, dann:
Tm/TOZ (Dm/D0)3/2 (32)
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Ist f(D) die Verteilung der gegenseitigen Abstéinde, so ist der kiirzeste
Abstand D,, zu berechnen aus

Dy
%f f(D)dD =1. (33)
0

Die Verteilung f(D) ist nicht bekannt. Machen wir den einfachsten An-
satz, daBl die n Sterne innerhalb einer Kugel vom Radius R gleichverteilt

sind, so sollte sein:
4nD*dD _ 3D'dD

f(D)dD = — =—f— fir D<D,. (34)
=T ps
3
Durch Einsetzen von (34) in (33) ergibt sich dann mit (32)
TolTm= 211/2 (35)

und mit (30) schlieBlich
T/t,= 0,07 n't/¢ ~ 0,07 n?. (36)
3. Fiir die numerische Rechnung werden wir die Festsetzung treffen,
dafBl die Lange % eines Zeitschrittes stets durch
h=1,/p (37)

definiert sein soll. Dabei ist u eine Konstante, die vor Beginn der Rech-
nung frei eingesetzt wird, und durch die dann die Genauigkeit der Rech-
nung bestimmt ist. Damit ergibt unsere Abschéitzung

1 Relaxationszeit = 0,07 n? uk Zeitschritte , (38)

wobei wir einen Korrekturfaktor k eingefithrt haben, um zu beriicksichti-
gen, dafl im Zentrum des Haufens die Dichte weit hoher ist, als die fiir
(34) benutzte mittlere Dichte. Im Hinblick auf (32) sollte dabei

k =~ (o))"
sein, und wenn wir das Dichteverhiltnis mit etwa 10 ansetzen, so ist
| 1 Relaxationszeit = 0,2 n? u Zeitschritte (39)

und aus (26) ergibt sich

. A4 .
1 Relaxationszeit = Lif)— nt Operationen . (40)

Dieses Ergebnis, daBl der Rechenaufwand mit n* ansteigt, ist duBerst
ungiinstig und setzt praktisch eine scharfe Grenze fiir die Anzahl der
Sterne. Bereits die doppelte Anzahl ergibt eine 16fache Rechendauer.

III. Methode der Rechnung
Illa. Die Bewegungsgleichungen

Da nur die erste Phase der Entwicklung gerechnet werden soll, werden
stets fiir jeden der n Sterne die Anziehungskrifte der tbrigen (n— 1)
Sterne berechnet. Weiterhin werden alle Sterne mit gleicher Masse,

Z. Astrophysik, Bd. 50 14
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m = 1, angesetzt. — Dann lauten die Bewegungsgleichungen in recht-
winkligen Koordinaten:
dag; AR L
T = Ui _a%:_gmj;%g_d_ (41)
U *1)
mit
a=1,2,3

L,j=1...n

und .

a=1

3 1/2
A7 { 2 (xom'— xaa')z} .

Dies ist ein System von 6 n gekoppelten Differentialgleichungen erster
Ordnung (z. B. 96 bei n = 16).
Fiir die Durchfithrung setzen wir

e
1 Zeiteinheit — {(Langenemhelt’ |1 42)
Gm J

damit ist dann gerade

Gm = 1 | (43)

in allen bisherigen Formeln einzusetzen.

II1b. Anfangsbedingungen

Das Programm war so angelegt, daB verschiedene Dichteverteilungen
gewdhlt werden konnten. Aus Zeitgriinden wurden jedoch alle Rech-
nungen nach dem gleichen Modell, und zwar mit homogener Dichte,
begonnen. Der Aufbau eines solchen homogenen Modelles lief in der fol-
genden Weise ab: o

1. Erzeugung einer Reihe von Zufallszahlen nach v. HOERNER
(1957b). Man geht aus von einer beliebigen Zahl z, in 0,59 < z,< 0,91
und bildet eine Folge* .

2+ 0,32 fir 22 < 0,59
Fnt1= {x,% fir 22 = 0,59.

Von jeder Zahl z, dieser Folge ist das erste Viertel ihrer Ziffern zu strei-
chen, der Rest ist als Zufallszahl zu benutzen.

2. Mit Hilfe dieser Zufallszahlen werden die Orts- und Geschwindig-
keits-Koordinaten der n Sterne so erzeugt, daf sie Zufallsentnahmen aus
einer Gleichverteilung darstellen innerhalb einer Kugel vom Radius 1 um
den Nullpunkt.

3. Alle Orts- und Geschwindigkeitskoordinaten werden um ihre Mit-
telwerte verschoben, so daB der Schwerpunkt des Haufens im Nullpunkt
liegt und die Geschwindigkeit null hat.

(44)

* Es erscheint vorteilhaft, z,- x,_, anstelle von zZ in (44) zu benutzen.
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4. Um ein anfingliches Zusammenfallen oder Auseinanderlaufen des
Haufens zu vermeiden, soll anfangs der Virialsatz gelten. Daher wird nach
Formel (20) die Grofe K berechnet, und alle Geschwindigkeiten werden
mit ¢ = /K multipliziert.

II1c. Die Schrittweite

Die Schrittweite ist fiir alle Sterne gleich und richtet sich nach den
beiden Sternen, die den kleinsten Abstand voneinander haben. Da man
jedoch nicht im voraus wissen kann, wie nahe sich irgendwann zwei Sterne
kommen werden, so mufl mit variabler Schrittweite gerechnet werden.
Vor jedem Schritt wird sie neu festgelegt. Ist 7,, die Voriibergangszeit der
beiden engsten Sterne, so soll die Schrittweite A gegeben sein durch

h—fu. | (45)
Die Konstante u bestimmt die Genauigkeit der Rechnung, sie ist vorher
festzulegen. Durch diese variable Schrittweite wird ein gelegentliches
Divergieren der Losung verhindert.

Ist D,, der gegenseitige Abstand der beiden engsten Sterne, und V,,
die Differenz ihrer rdumlichen Geschwindigkeiten, so wiirde es im all-
gemeinen geniigen, 7,,= D,,/V,, zu setzen. Es konnte jedoch gelegentlich
vorkommen, daBl die beiden Sterne zur Zeit der Abfrage gerade nahezu
parallel fliegen und V,,~ 0 ist. In diesem Fall wiirde dann die Schritt-
weite durch diejenige Zeit bestimmt sein, die die beiden Sterne brauchen,
um durch ihre Anziehungskraft aufeinander zuzulaufen: t,,= (2.D3)1/2
tiir Gm = 1. Fiir den vorliegenden Zweck geniigt es, die beiden Ausdriicke
fir 7, reziprok zu addieren, so daB der jeweils kleinste den Ausschlag
gibt. Damit ergibt sich dann

D, 12D,

14,20, (46)

m

I1I1d. Das Ndherungsverfahren

1. Bei variabler Schrittweite ergeben sich recht komplizierte Formeln,
daher soll nur in zweiter Naherung gerechnet werden. Zur Erhohung der
Genauigkeit werden die Geschwindigkeiten fiir Zeitpunkte berechnet,
die um eine halbe Schrittweite hinter den Ortspunkten zuriickliegen.
Nach einem Vorschlag von A. ScHLUTER (1960) wird anschlieBend eine
,,halbe Iteration‘ durchgefiihrt, wodurch sich die Genauigkeit wesentlich
erhoht, ohne daB eine Neuberechnung der Beschleunigung notig ist.

Um die Abhéngigkeit der Rechengenauigkeit von den einzelnen Fak-
toren zu erproben, wurde das Programm so angelegt, daBl nach Wahl in
erster oder zweiter Naherung gerechnet werden konnte, und mit oder
ohne Iteration.

2. Essei z eine der Ortskoordinaten, u die zugehorige Geschwindigkeit
und b die Beschleunigung. Der untere Index bezeichne den Zeitpunkt,

14*
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eine obere Null bedeute ,,ohne Iteration‘‘. Weiterhin sei

by —b
a2=% und dy=a,—a, .

Zur Ableitung der Formeln wurde in Abb. 1 davon ausgegangen, da@3
die ausgefiillten Punkte bekannt sind, die rechts davon liegenden Werte
sind zu berechnen. Fiir die Beschleunigung wird der Ansatz benutzt:

1. Ndherung: b = const = b, ,

2. Ndherung: & = linear = b, + a,t . *7)
Dann ergibt die Integration von u und z:
1. Naherung | 2. Néherung
uy = u, + kyb, uy = uy -+ koby+ ko (48)

0 __ 0 0
Ty = &+ haUy xy = 2+ hyuy+ kyay

mit den Faktoren

s+ hy
2 H

_MB-n

- :

3. Nach Ausfithrung dieses Schrittes (fiir alle Koordinaten und fiir
alle Sterne) werden aus diesen Orten z die neuen Beschleunigungen b,
nach (41) berechnet. Nun wird eine ,,halbe Iteration“ durchgefiihrt, bei
der, in ndchsthoherer Ordnung,

Z, z
s~ | ﬁL— ort die Werte fiir x und fir «
u, o verbessert werden. Damit ist
U — Geschwindgkel!  qann dieser Schritt beendet;

fir die verbesserten Werte
von « werden also keine
Beschleunigungen berechnet,
-t sondern die unverbesserten
Beschleunigungen werden fiir
den nichsten Schritt benutzt.
Zur Ableitung der Formeln wird der Ansatz benutzt:

— Beschlewnigung

‘}L, 0 +h2
Abb. 1. Schema der Rechenpunkte

- 1. Naherung: b = linear = b, + a,t

49
2. Ndherung: b = quadratisch = b, + a,t + h—i% (hyt + 13) (#9)
2 1
und die Integration von » und z ergibt:
1. Ndherung 2. Niherung

0

Uy = Uy + kyay
0

o= Ty 4 kya,

Uy = uy + kyd, (59)

zy= @3 + ksd,
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mit den weiteren Faktoren:

B3 + 2hhy—R3
ky=

24

hy
b= 5y (4h3—33)

h
bs= o (B3 + hyhy— B3) .

Der erste Schritt, nach Aufbau eines neuen Modells, wurde stets mit
halber Schrittweite gerechnet, und auch dann in erster Naherung, wenn
die zweite vorgeschrieben war.

II1e. Kontrollen

Zur Kontrolle der Rechengenauigkeit werden (nach einer anfangs fest-
gelegten Anzahl von Rechenschritten) laufend die folgenden GroBen be-
rechnet und ausgegeben.:

Kontrollgroe sollte sein

1. Der Abstand des Haufen-Schwer-
punktes vom Nullpunkt, r5 ‘ rg=0
2. Der Betrag der réumlichen Ge-
schwindigkeit des Schwerpunktes, .
VH ) VH = O
3. Die Abweichung der Gesamt-
energie von ihrem Wert bei ¢ = 0,
AE = E — E, AE =0
4. Die Abweichung des Gesamt-
Drehimpulses von seinem Wert bei
1=0,4J =J —J, 4J =0

Die Rechnungen zeigen, daf} die anderen Abweichungen gegeniiber der
von A E zu vernachlissigen sind. Wir schitzen nun ab, welche Genauig-
keit in AE wir fiir unseren Zweck brauchen. Diese Forderung an die
Genauigkeit soll einerseits moglichst niedrig liegen, um die Rechendauer
nicht unnotig zu erhdhen, doch soll sie andererseits auch fiir die zukiinfti-
gen Rechnungen ausreichen, die die weitere Entwicklung von Stern-
haufen behandeln sollen.

Bei der weiteren Entwicklung wird (durch das Entweichen der schnellen
Sterne) die Energie des restlichen Haufens pro Relaxationszeit um den
Bruchteil 0,0052 abnehmen (v. HOERNER 1958, Formel 8). Wir fordern
nun, dafl die Rechenfehler hochstens 1/, hiervon betragen sollen. Da wir
nicht wissen, in welcher Art die Fehler mit der Zeit wachsen, stellen wir
zwei verschiedene Forderungen : :

1. Wéhrend jeder einzelnen Relaxationszeit soll sein

AE _5.104 fir Ai=T. (51)

E
14a
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2. Uber eine Anzahl von » Relaxationszeiten hinweg soll sein

A < 5y-10 far At=»T (52)

mit v etwa zwischen 5 und 10.
Die Rechnungen ergeben, da dann die iibrigen drei KontrollgroBen
kleiner sind, als man eigentlich zu fordern brauchte.

111f. Die Definition der Relaxationszeit

Von den vielen Moglichkeiten der Definition wurde, teils aus theoreti-
schen und teils aus rechentechnischen Griinden, die folgende ausgewéhlt.

1. Wir definieren als Energie E,; des i-ten Sternes diejenige Arbeit, die
nétig wire, um ihn ins Unendliche zu bringen, wenn alle andern Sterne
feststiinden:

1
2

1
Tij

(53)

gl

j=1

G=+9

Die so definierte Energie wire eine Konstante, wenn nur dieser Stern sich

bewegte und die andern Sterne feststiinden; die Anderung dieser Energie

. ist also ein MaB fiir die Wechselwirkung. (Dagegen ist die Gesamtenergie
des Haufens nicht etwa gleich der Summe dieser Energien.)

2. Zu Beginn jeder Relaxationszeit notieren wir fiir jeden Stern seine

gegenwartige Energie und nennen sie E;,. Zugleich berechnen wir die

Streuung dieser Energien:

0v= )/ B2 — B (54)
Weiterhin erhilt jeder Stern zu Beginn jeder Relaxationszeit eine positive
Markierung.
3. Nach jedem Zeitschritt wird jeder Stern mit positiver Markierung
abgefragt, ob fiir seine gegenwirtige Energie
|Bi— Bl = 09 (55)
ist. Wenn ja, wird er negativ markiert.

4. Die Relaxationszeit gilt als beendet, sobald die Anzahl negativ mar-
kierter Sterne (n,) die halbe Gesamtzahl erreicht hat: »

T beendet, falls n,= n/2 . (56)

Vernachldssigt man den Unterschied zwischen Mittelwert und Median,
50 ergibt eine Abschitzung (unter Benutzung der Formeln (16) bis (21)),
daB3 die obige Definition mit der von CHANDRASEKHAR etwa iiberein-

stimmt, falls
oo=—E,;,3 (57)

ware.
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I1Ig. Die Ausgabe

Die Ausgabe der Ergebnisse erfolgte durch drei verschiedene Druck-
pléne.

Druckplan 1: Nach Ablauf einer festen Zahl von Zeitschritten wird
jeweils ausgegeben.:

1. Die vier Kontrollgrofien ry, Vg, AJ, AE (und AE|E, .)

2. Die bisherige Gesamtzahl von Zeitschritten.

3. Der gegenwirtige Zeitpunkt.

4. Die GréBe K nach (20) zur Kontrolle des Virialsatzes.

5. Die Anzahl n, der negativ markierten Sterne, siehe (55).

6. Die Nummern 4, und j, der beiden Sterne, die sich zur Zeit am
néchsten stehen, siehe Abschnitt IIIec.

Druckplan 2: Nach jeder Relaxationszeit wird ausgegeben:

1. Die Anzahl von Zeitschritten der letzten Relaxationszeit.

2. Die Zeitdauer der letzten Relaxationszeit.

3. Die Anzahl bisheriger Relaxationszeiten.

Druckplan 3: Zu Beginn der Rechnung und nach jeder Relaxationszeit
wird ausgegeben:

1. (Nur zu Beginn) Die GroBe g = ]/I_{, mit der nach Abschnitt IITb, 4,
die Geschwindigkeiten anfangs normiert wurden.

2. Die gegenwirtigen Werte von:

r_,= reziprok gemittelte gegenseitige Abstdnde (6),

R, = mittlerer Haufenradius = 7; ,

R, = quadratisch gemittelter Haufenradius = ]/;—12_,

V; = mittlere Geschwindigkeit = ¥, ,

V,= quadratisch gemittelte Geschwmdigkeit = ]/Vzg

3. Dichteverteilung, durch Anzahl der Sterne in 20 Kugelschalen.

4. Geschwindigkeitsverteilung, ebenfalls in Kugelschalen im Geschwin-
digkeitsraum. Statt der Geschwindigkeiten selbst wurde v,= V,/q be-
nutzt, um auch bei verschiedenen n einheitlich vergleichen zu kénnen.

5. Die mittlere Energie E,, der Sterne nach (53) und die Streuung o,
dieser Energie nach (54).

IV. Ergebnisse
IV a. Genaurgkeit der Rechnung

1. Mit n = 4, 8 und 10 Sternen wurden einige Rechnungen tiber drei
Relaxationszeiten durchgefiithrt, mit dem Ziel, die Genauigkeit der Rech-
nungen als Funktion von Rechenmethode und Schrittweite zu erhalten.
Dabei ergab sich, dal u = 6 bei zweiter Naherung und Iteration eine
ausreichende Genauigkeit liefert. Daraufhin wurden zwei Beispiele, mit
n = 12 und 16, tiber lingere Zeit, mit u = 6 gerechnet.

Tabelle 2 gibt einen Uberblick iiber alle gerechneten Beispiele. Die
ersten vier Spalten zeigen die Anzahl n der Sterne, den Grad der Nihe-
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rung nach (48), mit oder ohne Iteration nach (50), und das relative
MaB u der Schrittweite nach (45). Es folgt die Anzahl » der gerechneten
Relaxationszeiten, die Gesamtzahl Z der Zeitschritte, und die Zeitdauer ¢
in der Einheit (42). Zum Vergleich wurde die GroBe ¢ V,/R, hinzugefiigt,
das ist die Anzahl von Haufenradien, die ein Stern mittlerer Geschwindig-

Tabelle 2. Uberblick iiber alle gerechneten Beispiele verschiedener Gemawigkeit.
Die letzte Spalte zeigt den maximalen Fehler der Energie des Haufens

Anzahl Genauigkeit Dauer Fehler
R ERE
4 1 0 4 3 16 0,38 0,6 0,016
4 1 0 8 3 206 3,76 5,5 0,002
8 1 0 3 3 122 1,38 3,3 0,08
8 1 0 6 3 467 2,49 6,7 0,11
8 1 0 12 3 823 1,52 5,7 0,016
8 2 0 3 3 217 2,51 6,1 0,03
8 2 0 6 3 488 2,64 7,2 0,012
8 2 0 12 2 208 0,33 1,3 0,0003
8 2 1 3 3 281 3,40 8,3 0,014
8 2 1 6 3 505 2,48 6,7 0,004
10 2 1 4 — 957 1,29 6,4 0,026
12 2 1 6 4 527 1,00 3,3 0,003
16 2 1 6 12 2346 3,40 13,1 0,004

einschlieBlich der letzten Relaxationszeit, die wegen Bildung enger Doppelsterne
abgebrochen wurde:

12
16

1647
4722

(5)
(13)

0,004
0,017

2 1 6
2 1 6

2,11 6,9
4,76 18,3

keit wahrend der Zeit ¢ zuriickgelegt hat. Als letztes folgt der Maximal-
wert der relativen Fehler der Gesamtenergie.

Anmerkung: Bei n = 10 war die Zahlung der Relaxationszeit nicht in
Ordnung. Uber die beiden letzten Zeilen siche Abschnitt IV c.

2. Als nichstes wurde untersucht, wie sich Niherung, Iteration und
Schrittweite im einzelnen auf die Genauigkeit auswirken. — Fir ver-
schiedene feste Zeiten wurde bei allen Beispielen sowohl der maximale als
auch der mittlere Fehler der Energie notiert. Das Ergebnis lautet, ge-
mittelt tiber alles Material:

Durch alleinige Anderung erhoht sich die Genauigkeit
von um einen Faktor
Verdoppelung von u 1043
2. (statt 1.) Naherung 341
mit Iteration (statt ohne) 441
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Dabei ist zu bemerken, daf die Verdoppelung von u (= Halbierung
der relativen Schrittweite) nur ein Handgriff an der Maschine ist, wihrend
sich die Rechendauer dabei verdoppelt. Auf der anderen Seite erfordert
die Einfiihrung einer hoheren Naherung eine beachtliche Menge an Vor-
arbeit, wihrend sich die Rechendauer dadurch praktisch iberhaupt nicht
andert (die Rechendauer ist fast allein durch die Berechnung der gegen-
seitigen Abstdnde und Beschleunigungen bestimmt).

3. Uber das zeitliche Anwachsen der Fehler 148t sich wenig Slcheres
sagen. Wegen der groBen Streuung miiBte hierfiir erst mehr Material
abgewartet werden. Setzt man das Anwachsen proportional zu ¢ an,
so ergab eine grobe Abschitzung etwa

s~ 08+03. (58)

4. In Tabelle 3 zeigen wir die maximalen Werte aller vier Kontroll-
grofen, die in Abschnitt IIIe beschrieben wurden. Beim Ort des Haufen-
schwerpunktes, rg, ist keine Normierung nétig; die Geschwindigkeit Vg
des Schwerpunktes wurde durch ¢ dividiert (Abschnitt IITb, 4) und A E
durch E, (anfingliche Energie). Da der anfingliche Gesamt-Drehimpuls J
als ZufallsgroBe auch gleich Null sein kénnte, wurde 4 J durch den anféing-
lichen Wert von R, V, dividiert. — Die Tabelle zeigt, dal die anderen
Fehler gegeniiber dem Fehler der Energie zu vernachléissigen sind. —
Die Forderungen (51) und (52) waren stets erfiillt.

Weiterhin ist noch von Interesse, da3 zwischen dem maximalen Fehler
und dem mittleren Fehler das folgende Verhiltnis bestand (gemittelt iiber
alle Beispiele und mehrere feste Zeitspannen):

A4

13 (A E)max : ) (59)

Tabelle 3. Die relative Grifle der maximalen Rechenfehler fiir Ort, Geschwindigkeit,
Drehimpuls und Energie des Haufens. Fiir alle Beispiele mit zweiter Naheru.ng,
Tteration und g = 6. (v = Anzahl von Relaxationszeiten)

Va aJ AE

" v (Bdmaz (55 e (77 e (T )
8 3 9 -10-° 5-10-° 510 410

12 4 3.10-° 2 - 10-° 510~ 3.10-3

16 12 12 - 10~ 3 .10~ 3 .10 4-10-3

5. Alle Rechnungen wurden mit Gleitkomma durchgefiihrt. Der Rechner
,,oiemens 2002 hat 12 Dezimalen fiir jede Zahl; bei Gleitkomma gehen
davon zwei fiir den Exponenten ab, es bleibt somit eine 10stellige
‘Rechengenauigkeit der einzelnen arithmetischen Operation.

Die Zuverldssigkeit der Maschine war ausgezeichnet: Wahrend der ge-
samten Rechnungen ist kein nachweislicher Fehler bei Rechnung oder
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Ausgabe passiert. Fiir das Beispiel n = 16 wurde die Maschine abends
eingeschaltet und iiber Nacht, ohne Aufsicht, in Betrieb gelassen; am
Morgen lief die Rechnung noch immer einwandfrei.

IVb. Dauer der Rechnung

1. Fiir die Planung weiterer Rechnungen ist es wichtig zu wissen, ob
unsere Abschitzung fiir die Anzahl AZ der Zeitschritte pro Relaxations-

zeit richtig ist. Nach (39) sollte sein:
Tabelle 4. Die Anzahl AZ

der Zeitschritte] Relaxationszeit AZ = n?ul5 . (60)

" /5 AZ|p Da die Abhiingigkeit des AZ von
w trivial ist, haben wir durch u di-

4 3,2 5+ 3 vidiert und dann iber alle Fille mit

8 | 128 27 4+ 7 ; X .

12 28 8 22 1 11 gleichem 7 gemittelt. Die letzte

16 51,2 33+ 5 Spalte von Tabelle 4 zeigt das Kr-

gebnis; dies ist mit #?/5 zu verglei-
chen. — Die Abschétzung (39) liefert also durchaus die richtige GroBen-
ordnung. Moglicherweise ist der Anstieg von A4Z mit » nicht ganz so steil
wie vorausgesagt, doch ist hier noch weiteres Material abzuwarten.
2. Die Rechendauer pro Zeitschritt wurde durch Stichproben beob-
achtet. Die Ergebnisse lassen sich gut darstellen durch:
. . n \2 n
1 Zeitschritt = {3,1 (W) + 0,9 W} sec . (61)
Zur Berechnung der gegenseitigen Anziehung zweier Sterne (sowie fiir
Energie, Suche nach dem engsten Paar, Organisation, usw.) wurden
A = 120 Operationen bendstigt. Zusammen mit unserer Abschatzung (26)
und dem Ergebnis (61) bedeutet dies eine Rechengeschwindigkeit der
Maschine von rund
2000 Operationen/sec (62)

bei Gleitkommarechnung.

3. Die Rechendauer pro Relaxationszeit sollte nach (40) mit »n* an-
steigen, sobald man alle niedrigeren Potenzen und den logarithmischen
Term von (7) vernachldssigen kann. Bei n = 16 ergab sich eine Dauer von
40 Minuten. Fir Rechnungen mit groBerem »n wiirde daraus folgen:

n 1 Relaxationszeit
16 0,67 Stunden (63)
20 1,6 vy
25 4,0 ’s
30 8,3 ’s
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Falls diese Abschéitzung sich bestatigt, so miiBte die angewandte Methode
stets auf relativ wenige Sterne beschriankt bleiben. Oder es ist nach einer
Anderung der Methode zu suchen, die die Rechendauer wesentlich ver-
kiirzt (Abschnitt Ve, 4).

IVe. Die Bildung enger Doppelsterne

Ein Effekt, der den Ablauf der Rechnung in einigen Fallen wesentlich
verzogerte, war die Bildung enger Doppelsterne im Zentrum des Haufens.
Der Effekt fallt erstens dadurch auf, daB sich die durch (45) definierte
Schrittweite stark verkleinert (enges Paar), und zweitens dadurch, daB
im Druckplan 1 (Abschnitt IIIg) iiber lingere Zeit stets die gleichen
Nummern ¢,,, §,, erscheinen (lange Lebensdauer des Paares).

Relativ oft bilden sich Paare, die bis zu 4 mal einander umlaufen, bevor
sie wieder getrennt werden. Durch diese Paare wurde die Schrittweite nur
maBig verkleinert (Faktor 2). Bei den vier Paaren mit groBter Lebens-
dauer betrug die Anzahl der Umldufe 9, 22, 35 und 43. Gelegentlich ver-
kiirzte sich die Schrittweite um einen Faktor 10.

Weiterhin wirkt sich die Paarbildung stérend aus auf die nach (56)
definierte Relaxationszeit. Durch ein enges Paar wird einerseits die
Streuung (54) heraufgesetzt ; zweitens wird die Anzahl n der Haufensterne
praktisch um 1 vermindert, und drittens brauchen die Sterne eines
engen Paares lingere Zeit als normal, um (55) zu erfiillen. Die Rechnung
mit 7 = 12 wurde wegen eines engen Paares mit langer Lebensdauer
abgebrochen; bei n = 16 hatte sich im Zentrum eine enge Gruppe von
4 Sternen gebildet.

IVd. Virtalsatz und Energieverteilung

1. Bei Giltigkeit des Virialsatzes sollte der Betrag der potentiellen
Energie des Haufens doppelt so gro} sein wie die kinetische Energie; fiir
den in (20) definierten Quotienten sollte somit K = 1 gelten. Die Auswer-
tung der Beispiele mit » = 8, 12, 16 ergab im zeitlichen Mittel

K = 0,984 + 0,015 (64)
und bei » = 16 betrugen die Extremwerte von K:
063=K=184. (65)

Der geforderte Wert K = 1 liegt somit noch innerhalb der Streuung.

2. In Abschnitt IV, 2 werden wir darauf hinweisen, daf3 die Vertei-
lung der nach (53) definierten Energien E; die Entwicklung eines Haufens
vermutlich besser beschreibt, als es die Verteilung der Geschwindigkeiten
tut. In den vorliegenden Rechnungen wurde leider nicht die Energie-
verteilung ausgegeben, sondern nur die mittlere Energie E,, und die
Streuung o, (Druckplan 3, Abschnitt I1Ig).
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Die mittlere Energie mufl etwa konstant bleiben wegen der Konstanz
von (19) und wegen K ~ 1. Die Streuung dagegen nimmt mit der Zeit zu.
Bei n = 16 nahm das Verhéltnis ¢,/E;, etwa gleichmiBig zu von anfangs
0,20 bis 0,75 nach 12 Relaxationszeiten, und dhnlich war es auch in den
anderen Beispielen. Fiir n = 8, 12, 16 ergab sich als Mittel iiber die ersten
drei bis fiinf Relaxationszeiten:

S = 1y/E;o— 0,336 . (66)

IVe. Die Linge T der Relaxationszeit

1. Wegen der Abwanderung der schnellen Sterne und der Kontraktion
des restlichen Haufens sollte sich die Relaxationszeit laufend verkiirzen
(Kive 1958b, v. HOERNER 1958), und zwar linear mit der Zeit. — Dieser,
Effekt kann bei der vorliegenden Rechnung nicht auftreten, da bei der
Definition (56) der Relaxationszeit stets alle n Sterne beriicksichtigt
werden. Die Relaxationszeit nimmt hier laufend zu, und zwar aus folgen-
den Griinden:

1. Durch die Entwicklung des Haufens nimmt der mittlere Radius zu.

2. Die relative Streuung S der Energien (66) nimmt zu.

3. Bildung enger Doppelsterne.

4. Abwanderung schneller Sterne in Gebiete geringer Dichte.

Am deutlichsten trat der zweite Grund in Erscheinung. Es ist daher
zweckmiBig, alle beobachteten Werte von 7' auf den gleichen Wert von S
zu reduzieren, und zwar auf den Wert S = 1/3, weil dann gerade unsere
Definition der Relaxationszeit etwa mit der von CHANDRASEKHAR {iber-
einstimmt, siehe Formel (57). Statt der beobachteten Werte von 7'

werden wir daher T

Tren= 38 (67)
als Ergebnis der Rechnung betrachten. Auf andere Reduktionen wurde
dagegen verzichtet.

Bei n = 4 und 8 sind nur drei Relaxationszeiten je Beispiel gerechnet
worden. Fiir den Vergleich verschiedener n sollten daher auch bei den
anderen Beispielen nur die ersten Relaxationszeiten herangezogen werden.
Bein = 12 wurden die ersten vier, bei n = 16 die ersten fiinf Relaxations-
zeiten benutzt. — Weiterhin sind von den 8 Beispielen mit n = 8 (Tab. 2)
stets mehrere Beispiele mit gleichen Anfangsbedingungen gerechnet
worden (zum Vergleich der verschiedenen Genauigkeiten). Nur drei ver-
schiedene Anfangsbedingungen waren benutzt worden; bei jedem dieser
drei suchen wir uns das Beispiel heraus, das mit der groften Genauigkeit .
gerechnet worden ist. — Tabelle 5 zeigt in der ersten Spalte die Anzahl
der Sterne, in der zweiten die Anzahl der Relaxationszeiten, iiber die ge-
mittelt wurde, und in der dritten Spalte die so erhaltenen Mittelwerte mit
ihrem mittleren Fehler.
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2. Diese Ergebnisse der Rechnung sind nun mit der theoretischen For-
mel (7) von CHANDRASERHAR zu vergleichen. Dagegen soll die Diskussion
- einiger Verbesserungen von (7) erst in einer spateren Arbeit anhand von
weiteren Rechnungen durchgefiihrt werden (siehe Einleitung). Weiterhin
soll gegenwiértig auch der Unterschied zwischen r_; (6) und E (Radius
des Haufens) vernachlissigt werden. Anfangs ist B = 1 (Abschnitt IIIb,
2), und da nach (19) r_, wegen des Virialsatzes etwa konstant bleibt,
soll auch R als konstant betrachtet werden. Zumindest fiir die benutzten
ersten Relaxationszeiten ist dies zuldssig. Mit Gm = 1 nach (43) ergibt
sich somit aus (7) als theoretischer Wert von T
n

Tth == 0,136 — n .
In (355
Die letzte Spalte der Tabelle 5 zeigt die hiernach berechneten Werte, in
der durch (42) definierten Einheit der Zeit.

(68)

Tabelle 5. Die Linge T einer Relazationszeit bei n Sternen

Mittlung Rechnung: Theorie:

" Aber Tyeen nach (67) Tia nach (68)
4 6 0,84 4- 0,40 0,784
8 9 0,68 4- 0,10 0,365
12 4 0,30 4- 0,03 0,323
16 5 0,32 4- 0,06 0,313

Die Ubereinstimmung in Tabelle 5 ist weit besser, als man eigentlich
hitte erwarten sollen. Wieweit diese Ubereinstimmung ernst zu nehmen
ist, und welche SchluBifolgerungen man daraus ziehen kann, diese Frage
wollen wir jedoch vorerst noch etwas offenlassen.

IV f. Die Verteilung der Geschwindigkeiten

1. In Tabelle 6 ist die zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeits-
verteilung gezeigt. Um auch bei verschiedenen n einheitlich vergleichen
zu kénnen, werden im folgenden statt der raumlichen Geschwindigkeit V'

die Werte
v= V/q, (gnach Abschnitt IIIb, 4) (69)

benutzt werden. Damit liegen anfangs (v = 0) alle Geschwindigkeiten
innerhalb einer Kugel mit Radius 1 um den Nullpunkt (mit einer Aus-
nabme bei » = 16, die durch die Verschiebung des Schwerpunktes in
den Nullpunkt méglich wird, siehe Abschnitt III, b 3).

Nach CHANDRASERHAR (1947, Formel 5. 306) ist die mittlere Entweich-
geschwindigkeit V= 2V,. Im Mittel iiber die gerechneten Beispiele
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war v,= V,/l¢ = 0,755, und da V, wegen (19) zeitlich konstant ist, so ist
also fiir alle Beispiele und zu jeder Zeit

Vo= Volg=151. (70)

Zunichst sieht man an Tabelle 6, daB die anfingliche Verteilung nicht
bestehen bleibt, sondern sich zu niedrigen und hohen Geschwindigkeiten

Tabelle 6. Die Verteilung der Geschwindigkeiten und ihre zeitliche Entwicklung. —

Die Zahlen geben die Anzahl von Sternen in 20 Kugelschalen des Geschwindigkeits-

raumes, jeweils nach Beendigung der Relaxationszeit Nr. v. — Bei n = 8 wurden
drei gerechnete Beispiele zugleich eingetragen

P n=2_8 n =12 n =16

v 0123 012345 01238345678 9101112
0,0 —0,1
0,1 —0,2 2 1 1 2
02 —0,3 2 1 3 1 2321 22
0,3 — 04 3121 111122 1 2231 333
04 —0,5 2412 3121 2 2224 1143221
0,5 — 0,6 3416 233414 34412 54113
0,6 — 0,7 4211 321111 411 43 33123
0,7 — 0,8 4352 12 211 13212113311 1
08 — 0,9 623 1 2111 211213 411312
0,9 —1,0 8132 121 1 2 131212 213
1,0 — 1,25 233 112 1451 3143112
1,25 — 1,50 21 11 2111 1 2
1,560 — 1,75 121 1
1,75 — 2,00 1
3,25 — 3,50 1

> 3,5 1

hin ausdehnt. Die Verteilung bekommt also ein Maximum bei » = 0, und
einen ,,Schwanz‘ in Richtung hoher Geschwindigkeit.

2. Alle Sterne in Tabelle 6, die unterhalb der durchgezogenen Linie
liegen, haben ihre groBen Geschwindigkeiten durch Wechselwirkung mit
anderen Sternen erhalten, und alle Sterne unterhalb der gestrichelten
Linie haben Geschwindigkeiten gréB8er als die mittlere Entweich-
geschwindigkeit. — Eine nahere Untersuchung der schnellen Sterne zeigte
jedoch, daB dies keineswegs entweichende Sterne sind, sondern Kompo-
nenten enger Doppelsterne im Zentrum des Haufens. Auch bei den zwei
Sternen mit v > 3 ist dies der Fall. Von allen Sternen mit groferer Ent-
fernung vom Zentrum hatte kein einziger Stern die fir seinen Ort nétige
Entweichgeschwindigkeit.
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Wir meinen daher, da die Verteilung der Geschwindigkeiten keine
GroBe ist, durch die sich die Entwicklung eines Haufens und das Ent-
weichen schneller Sterne einwandfrei beschreiben 1a6t. Die Verteilung
der nach (53) definierten Energien der Sterne diirfte sich vermutlich
besser hierzu eignen. Bei zukiinftigen Rechnungen ist dies zu bertick-
sichtigen.

3. Trotz dieses Einwandes wollen wir die vorhandene Verteilung der
Geschwindigkeiten mit der Maxwell-Verteilung vergleichen:

6_ 2
f@) dv=3]/;~ 7;;

Um zu priifen, wie ,,schnell® sich eine Verteilung einstellt, wurde einer-
seits in allen Beispielen iiber die 2. und die 3. Relaxationszeit gemittelt,
andererseits fiir » = 12 und 16 iiber die 4. bis 12. Relaxationszeit ; weiter-
hin wurden stets mindestens zwei Kugelschalen zusammengefaflt. —
Auf diese Weise wurden die Anzahlen der Sterne hinreichend groB fiir
einen Vergleich. '

Die so erhaltenen Zahlen n zeigt Tabelle 7. Zum Vergleich wurde (71)
in den gleichen Intervallen von v integriert, mit der entsprechenden Ge-
samtzahl (104, 168) normiert und in die Tabelle eingetragen.

ce ) mit p,= 0,755 . (71)

Tabelle 7. Die sich einspielende Verteilung der Geschwindigkeiten, verglichen mit einer
Maxwellverteilung gleicher Normierung

v=2,3 v=4...12
v
n Maxwell n Maxwell

0,0 —0,3 4 7.4 19 11,9
03 —0,5 19 21,4 35 34,6
0,5 —0,7 24 27,2 41 44,0
0,7 —0,9 23 23,5 33 38,0
0,9 — 1,25 24 20,1 30 32,4
1,25 — 1,75 10 4,2 7 6,8
1,75 — 2,25 0,11 1 0,18
2,25 — 3,00 0,001 0,0012

3,0 3-10-¢ 2 5-10-¢
Summe: 104 168

Der Vergleich zeigt:

1. Bereits nach 2 bis 3 Relaxationszeiten hat sich eine Verteilung der
Geschwindigkeiten eingespielt, die sich dann nur noch wenig dndert.

2. Diese Verteilung zeigt keine signifikanten Abweichungen gegeniiber
einer Maxwell-Verteilung, mit Ausnahme einiger sehr schneller Sterne,
die jedoch Komponenten enger Doppelsterne im Haufenzentrum sind.
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In Abb. 2 wurden die Verteilungen der 2. bis 12. Relaxationszeit zu-
sammengefaBt und in logarithmischer Form mit der Maxwell-Verteilung
gleicher Normierung verglichen. Die weitgehende Ubereinstimmung sowie
der UberschuB an schnellen Sternen tritt deutlich hervor.

I [
2 —
rg‘—,
N
N
37
X
j=2)
2
0+
_7 —
_2 | S—
-3 | } | | | ! |
L0 —48 -4 -04 -0c2 g /¥4 44 48
log v
Abb. 2. Die sich einspielende Verteilung der Geschwindigkeiten, « — - — - anfangs vorgegebene Gleich-

verteilung; o——o——o Rechenergebnis, Mittel iiber 2 bis 12 Relaxationszeiten;
— —— Maxwell-Verteilung

IV g. Die Verteilung der Dichte

1. Tabelle 8 zeigt die zeitliche Entwicklung der Dichteverteilung. Aus
der anfinglich vorgegebenen Gleichverteilung entwickelt sich bald ein
steiles Maximum der Dichte im Zentrum, wihrend eine zunehmende An-
zahl von Sternen in den AuBenraum abwandern.

In Abschnitt I, 5 wurde bereits darauf hingewiesen, dal der Schwer-
punkt des ,,restlichen‘‘ Haufens durch die Abwanderung schneller Sterne
zu wandern beginnt und nach spéatestens 10 Relaxationszeiten neu be-
stimmt werden miiflte. In Tabelle 8 duBert sich dieser Effekt darin, daf3
bei n = 16 sich das zentrale Maximum der Dichte wieder stark abflacht
(das eigentliche Dichtemaximum liegt nicht mehr im Nullpunkt). Daher
soll im folgenden die 11. und 12. Relaxationszeit nicht mitbenutzt werden.

2. Es soll wieder gepriift werden, wie schnell sich die Dichteverteilung
einspielt. Die Zahlen der Tabelle 9 sind die iiber alle Beispiele addierten
Anzahlen von Sternen innerhalb einiger Kugelschalen, einerseits nach der
2. und 3. Relaxationszeit, andererseits nach der 4. bis 10. Relaxations-
zeit. — Man gewinnt den Eindruck, daB die Dichte im ganzen inneren
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Tabelle 8. Die Verteilung der Dichte und thre zeitliche Entwicklung.Die Zahlen geben
die Anzahl von Sternen in 20 Kugelschalen um den Nullpunkt, jeweils nach Beendi-
gung der Relaxationszeit Nr.». Bei n = 8 wurden drei Beispiele zugleich ein-

getragen

\ n=38 n=12 n=16
r ) ] 0123 012345 012345678 9101112
0,0 —0,1 1 1 1
01 —0,2 1 2 112 2 1 1
0,2 —0,3 112 1 31 1 21311
0,3 —04 1342 12 1 211 3111
04 —05 2322 1123 1 211 13211 3
06 —0,6 4124 11 11 42 2121321422
06 — 0,7 5421 3213 11141 31211 4
0,7 —0,8 3425 332 34 442121 1311
0,8 —0,9 6111 43 1 1 622 441 11111
0,9 —1,0 22 3 112 133 1 122
1,0 — 1,25 531 112 2 1133332 11
1,25 — 1,50 2 11 1141121 1 1
1,50 — 1,75 1 1 11 1 111
1,75 — 2,00 1 11 1
2,00 — 2,25 11 1 112
2,25 — 2,50 1 1 11
2,50 — 2,75 1 1 1
2,75 — 3,00 1 1
3,00 — 3,25 1
3,25 — 3,50 1 1 1

> 3,50 11122

Tabelle 9. Die sich einspielende Dichte-
verteilung nach verschieden langer Zeit

Bereich bereits nach 3 Relaxa-
tionszeiten eine Verteilung an-

genommen hat, die sich weiterhin Anzahl
wenig &dndert. Im AuBenraum § v=2,8 [r=4...10
jedoch steigt die Dichte gleich-
méiBig weiter an, durch die laufen- 0,0 —0,2 7 6
de Abwanderung schneller Sterne 0,2 — 04 18 14
aus dem Zentrum. 8’3 _ g’g %g gi

3. In Abb.3 wurdedie raumliche 0:8 10 15 a1
Dichte der 2. bis 10. Relaxations- 1,0 — 1,5 19 25
zeit zusammengefat und log- 1,6 —2,25 4 11
arithmisch aufgetragen. Zum Ver- 2,25 — 3,25 1 5
gleich wurde die Isotherme Poly- 3,25 1 5
trope herangezogen. Ihre Lingen- Summe: 104 136
skala wurde nach (24) festgesetzt
durch: fom £

]/1271 Gmo,
Z. Astrophysik, Bd. 50 15
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wobei g, die Dichte im Zentrum ist. Im inneren Bereich des Haufens
(r < 1) betragen die Abweichungen der Rechenergebnisse gegeniiber der
Isothermen Polytropen im Mittel etwa 25%, wihrend die mittlere
Fehlergrenze etwa 159, betrigt. Die Abweichungen mogen somit reell
und systematisch sein, doch 148t sich dies noch nicht entscheiden.

J

I

-2 | ] 1 | | | | |
-0 -48 -4€ =G4 =42 1794 % 48
log
Abb. 3. Die sich einspielende Verteilung der Dichte, - —+—- anfangs vorgegebene Gleichverteilung
o——o——o Rechenergebnis, Mittel iiber 2 bis 10 Relaxationszeiten; — — — Isotherme Polytrope;
........ e(®) ~ 1

In dem weiter auBlen liegenden Bereich sollte nach (26) die Dichte mit
1/r* abfallen. Die Rechenergebnisse stehen zwar hierzu nicht im Wider-
spruch, doch sind hier die Fehlergrenzen relativ grof}, da sich weit auflen
nur eine geringe Anzahl von Sternen befindet.

IVh. Die Abwanderung schneller Sterne

1. Es wurde bereits darauf hingewiesen, dafl die schnellsten Sterne
nicht abwandern, sondern Komponenten von Doppelsternen sind. Wir be-
schréanken uns daher jetzt auf die rdumlichen Verhaltnisse. Zunachst 148t
sich nach (9) abschitzen, dafl bei dem gesamten Material der Tabelle 8
etwa 2,3 Sterne den Haufen mit Uberentweichgeschwindigkeit verlassen
sollten. Durch eine Kontrolle der weiter aulen liegenden Sterne ergab
sich jedoch, daB kein einziger davon die fiir seinen Ort nétige Entweich-
geschwindigkeit hatte.

Weiterhin ist zu bemerken, daf nicht alle iiber » = 1 hinausfliegenden
Sterne einen Energiezuwachs durch Wechselwirkung hierzu gebraucht
haben. Liegt ein Stern anfangs gerade bei r = 1 und hat auch seine Ge-
schwindigkeit ihren Maximalwert v = 1 in radialer Richtung, so ergibt
eine Abschitzung, da dieser Stern dann bis zu r = 2,5 fliegen kann, ehe
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er wieder umkehrt. (Vielleicht wire es besser gewesen, alle Geschwindig-
keiten anfangs so vorzugeben, daf kein Stern iiber r = 1 hinausfliegen
kann.) — Dagegen muf} die Energie aller Sterne jenseits von r = 2,5 aus
Wechselwirkungen stammen.

2. Die Anzahl dieser ,,AuBlensterne’ soll theoretisch abgeschitzt
werden. Sterne mit r = 2,5 miissen den Haufen mit v = 1 verlassen haben,
wihrend das quadratische Mittel v,= 0,755 betrigt. Dann ist der Bruch-
teil @, aller Sterne, die pro Relaxationszeit v =1 erhalten, dhnlich wie
bei (9) gegeben durch

o

le-l/i;—/e"”’xzdx——— 0,152 (72)

a

mit a = /6 /(2v,) = 1,622. Die Anzahl pro Relaxationszeit ist dann gleich
n@, .

Aus Tabelle 8 lesen wir die Anzahl n, von Sternen mit r = 2,5 ab und
tragen sie in Tabelle 10 ein. Bei der Anzahl von Relaxationszeiten ist zu

Tabelle 10. Die Abwanderung schneller Sterne

n v Ng Ngfy nQ, fehlt Faktor
3+ 8 1 1 1,0 3,66 3,7

12 2 1 0,5 1,83 3,7

16 9 3 0,33 2,44 7,4

bedenken, daBl ein Stern etwa 3 Relaxationszeiten braucht, um in den
Auflenraum zu gelangen; die Werte von » sind entsprechend zu verklei-
nern. — Wir bilden nun die beobachtete Anzahl pro Relaxationszeit,
ny/v, und vergleichen mit dem theoretischen Wert » @,. Die letzte Spalte
zeigt den Faktor, um den n,/y zu klein ist. Wir erhalten somit das Ergebnis,
daB die Abwanderung schneller Sterne weit weniger effektiv ist als er-
wartet (siehe Abschnitt I1a, 2).

Im Mittel erhalten wir:

Die Anzahl der abwandernden Sterne ist zu klein um einen Faktor der

Grofe 512 (73)

Y. Diskussion und Folgerungen

In der Einleitung (Abschnitt I, 4) hatten wir eine Reihe von Fragen
aufgezahlt, die durch die numerische Rechnung beantwortet werden
sollten. Im folgenden werden diese Fragen, soweit moglich, beantwortet,
einige weitere Ergebnisse werden beschrieben, und es werden Hinweise fiir
spatere Rechnungen notiert.

15*
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Va. Die Rechenmethode

1. Anhand der vorliegenden Ergebnisse darf man sagen, da8 die hier
vorgeschlagene Methode sich bewahrt hat. Es ist durchaus sinnvoll, auch
mit einer geringen Anzahl von Sternen die vorhandene Theorie zu kon-
trollieren und ihre Weiterentwicklung anzuregen. Voraussetzung dafiir
ist eine schnelle Rechenmaschine.

2. Die Rechengenauigkeit ist ausreichend, wenn mit u = 6 in zweiter
Néherung gerechnet wird mit anschlieBender halber Iteration (ohne neue
Berechnung der Beschleunigungen). Diese Art der Iteration hat sich gut
bewidhrt, sie erhohte die Genauigkeit um einen Faktor 4, ohne die
Rechendauer zu verlingern. Auch nach 12 Relaxationszeiten betrug der
Fehler der Gesamtenergie nur 0,49, bei 2300 Zeitschritten.

3. Bei 16 Sternen dauerte die Berechnung einer Relaxationszeit 40 Mi-
nuten. Nach (40) sollte diese Dauer mit n* ansteigen, doch ist der Anstieg
nach Tabelle 4 eventuell langsamer. Aber auch dann wird man nach (60)
kaum iiber » = 20 hinauskommen.

Eine befriedigende Genauigkeit der Auswertung 14Bt sich auch bei
wenigen Sternen dadurch erreichen, daB man tber mehrere Rechen-
beispiele und iiber mehrere Relaxationszeiten mittelt.

Vb. Die bisherigen Ergebnisse

1. Die Dauer T einer Relaxationszeit fiir verschiedene n stimmt nach
Tabelle 5 genau mit der Chandrasekharschen Formel (7) iiberein. Diese
Ubereinstimmung soll jedoch nicht zu hoch gewertet werden, weil die
beiden Definitionen von 7' nicht ganz tibereinstimmen und weil an (7)
noch einige Verbesserungen anzubringen sind. Eine genauere Diskussion
ist erst nach weiteren Rechnungen maglich.

2. Als storend in vieler Hinsicht erwies sich die Bildung enger Paare
oder Doppelsterne im Zentrum. Die Folgen davon sind : Die Relaxations-
zeit T verlidngert sich etwas; die Rechendauer verlingert sich erheblich;
die in der Verteilung der Geschwindigkeiten auftretenden schnellen Sterne
haben nichts mit der gesuchten Abwanderung schneller Sterne zu tun.

Die Verteilung der Geschwindigkeiten ist daher wenig dazu geeignet,
die zeitliche Entwicklung eines Haufens zu beschreiben.

3. Bereits nach 2 bis 3 Relaxationszeiten hat sich eine Verteilung von
Dichte und Geschwindigkeit eingespielt, die sich wahrend der néchsten
10 Relaxationszeiten dann nur unmerklich verindert. Eine Ausnahme
hiervon ist die Dichte des AuBenraumes, die sich stetig erhoht durch die
Abwanderung schneller Sterne aus dem Zentrum.

Die Geschwindigkeiten spielen sich auf eine Maxwell-Verteilung ein;
die Abweichungen betragen hochstens 179, und liegen innerhalb der
Fehlergrenzen. Nur bei den groBen Geschwindigkeiten zeigt sich ein
starker UberschuB infolge der Bildung enger Paare. Die Dichteverteilung
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stimmt im inneren Bereich leidlich gut mit der Isothermen Polytropen
liberein ; einige systematische Abweichungen von 259, kénnten aber auch
reell sein. Weiter aullen fallt die Dichte steiler ab (und zwar etwa mit
1/r4).

Der Virialsatz ist im zeitlichen Mittel erfiillt, im Einzelfall betragen
jedoch die Abweichungen bis zu knapp einem Faktor 2.

4. Die Abwanderung schneller Sterne durch Wechselwirkung ist zu
klein um etwa einen Faktor 5. Mit der ,,Abbremsung‘‘ schneller Sterne vor
dem endgiiltigen Verlassen des Haufens (Abschnitt ITa, 2) ist dies nicht
mehr zu erkliren.

Als Erklirung mdochten wir vorschlagen: Die Relaxationszeit fiir
schnelle Sterne ist groBer als fiir mittlere Sterne. Zur Berechnung dieser
Zeit diirfte jedoch nickt von einem Zustand des Gleichgewichtes aus-
gegangen werden: fiir einen mittleren Stern ist die Wahrscheinlichkeit,
eine hohe Geschwindigkeit zu erhalten, vermutlich davon abhingig, ob
schon Sterne hoher Geschwindigkeit vorhanden sind oder nicht.

5. Eine der wichtigsten Fragen ist: ,,Woran kann man das Alter eines
Sternhaufens abschétzen ?“ — Nach Tabelle 9 kann man dies vermutlich
nur durch die zunehmende Dichte im AuBenraum. Doch ist hier noch
weiteres Material fir eine Klarung abzuwarten.

Ve. Hinweise fiir weitere Rechnungen

1. Die vorgegebenen Anfangsbedingungen sollten vielleicht besser so
gewahlt werden, dafl ohne Wechselwirkungen kein Stern den Rand (r = 1)
des Haufens verlassen kénnte. Man sollte z. B. nur Geschwindigkeiten in
tangentialer Richtung mit dem Betrage der ortlichen Kreisgeschwindig-
keit vorgeben (siehe Abschnitt IV, 1).

2. Die Ausgabe der Geschwindigkeitsverteilung f(v) ist unbefriedigend.
Es sollte auBerdem auch die Verteilung der Energien f(E) ausgegeben
werden, vielleicht auch die Verteilung von Energie und Drehimpuls
f(E, J). Fir die Energie ist die Definition (53) zu benutzen.

3. Die hier benutzte Definition der Relaxationszeit mit Hilfe der Streu-
ung der Energie ist nicht zu wiederholen, da die Streuung stark mit der

Zeit zunimmt. In Formel (55) wére o, zu ersetzen durch % | By

4. Bei der bisherigen Methode war die Schrittlinge fiir alle Sterne die
gleiche, und sie wurde bestimmt durch das jeweils engste Paar. —
Vielleicht konnte es gelingen, eine Art von ,,individueller’ Schrittlinge
einzufithren, so daB einige Sterne mit kurzer, andere Sterne mit groBer
Schrittlinge integriert werden. — Eine weitere Moglichkeit, die Rechen-
dauer zu verkiirzen, kénnte in der Vernachldssigung aller Wechselwir-
kungen im AuBenraum bestehen.

Den Herren Professoren E. KavMkz und H. StepENTOPF m6chte ich meinen Dank
ausdriicken fiir ihre Gastfreundschaft an der Maschine und im Institut.
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