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Zeitachrift fir Astrophysik, Bd. 32, S. 135164 (1953).

Die Wasserstoffkonvektionszone der Sonne.

Von
Eriga Vitensg, Kiel.

Mit 11 Textabbildungen.
(Eingegangen am 15. November 1952.)

Es wird ein Modell der Wasserstoffkonvektionszone untersucht unter Beriick-
sichtigung des Zusammenwirkens von konvektivem und Strahlungsenergietrans-
port. Dabei ergibt sich, dal die Temperaturschichtung bis etwa 7= 2 dem Zu-
stande des Strahlungsgleichgewichtes entspricht, dann folgt eine ausgedehnte
Ubergangszone, an die sich erst etwa bei log P,= 17,5 bis 8 eine praktisch adia-
batische Schichtung anschlieBt. Die Dicke der Konvektionszone ergibt sich je
nach Grofle des angenommenen Mischungsweges der Turbulenzelemente zu 65000
bis 160000 km. Die Turbulenzelemente der Konvektionszone, die an der Sonnen-
oberflache als Granulationselemente sichtbar werden, kénnen ohne Schwierigkeit
bis etwa T = 0,3 aufsteigen, wo sie noch beobachtet werden. Die Untersuchung
eines bis 7 = 0,3 aufsteigenden Granulationselementes liefert Geschwindigkeiten
von 2—4 km/sec. Vergleicht man die Temperatur eines solchen Elementes mit der
mittleren Temperatur seiner Umgebung bei gleichem Druck, d. h. in gleicher geo-
metrischer Tiefe, so erhalt man maximale Temperaturdifferenzen von etwa 3500°
bei einer mittleren Temperatur von 6300°. Vergleicht man dagegen die Temperatur
eines Granulationselementes mit seiner Umgebung bei gleichen optischen Tiefen 7,
wie es fiir die Deutung der Beobachtungen notwendig ist, so ergibt die Rechnung
maximale Temperaturdifferenzen von 1000° und mittlere Temperaturdifferenzen
von ungefiahr 300°. .

~ Einleitung.

In &lteren Arbeiten iiber die Wasserstoffkonvektionszone der Sonne
wird allgemein so gerechnet, als ob gleich nach Einsetzen der Kon-
vektion die Schichtung etwa einer Adiabaten folgen wiirde. Allerdings
hatte schon L. BiIERMANN [3] festgestellt, dal} in der Niahe der oberen

- Grenze der Wasserstoffkonvektionszone der konvektive Energietrans-
port nicht ganz ausreichen diirfte und die wirkliche Schichtung der
Sonne deshalb wohl zwischen der Strahlungsgleichgewichtsschichtung
und der adiabatischen liegen miisse. Jedoch ist diese Ubergangszone
bisher noch nicht untersucht worden (auBer bei WooLLEY [22], der aber
ihre Ausdehnung erheblich unterschétzt). Auch blieb ihr EinfluB} auf
die anschlieBende adiabatische Schicht unberiicksichtigt. Weiterhin
weist die Erfahrungstatsache, daf die aufsteigenden Granulations-
elemente an der Sonnenoberfliche — wo man sie beobachtet — nicht
kilter, sondern wdrmer als ihre Umgebung ankommen, auf eine wesent-
liche Abweichung von der Adiabaten in der Ubergangszone hin. Es soll
deshalb im folgenden versucht werden, die Schichtung der solaren
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Wasserstoffkonvektionszone und insbesondere der Ubergangsschicht,
die sich als ganz wesentlich erweist, genauer zu untersuchen. Wir werden
dabei, wie das auch in den Arbeiten von BIERMANN, CowLiNg, OPIK u. a.
geschehen ist, mit der PranpTLschen Theorie des Mischungsweges
rechnen, d. h. wir werden annehmen, dal jedes Turbulenzelement genau
einen Mischungsweg [ zuriicklegt und sich dann schlagartig aufldst,
wihrend es sich ja tatséchlich Stiick fiir Stiick verindert und in kleinere
Elemente zerteilt. Leider ist iiber die wesentlich in die Untersuchungen
eingehende GroBe des Mischungsweges ! nur bekannt, dal er etwa von
der GréBenordnung einer Aquivalenthohe H sein wird. Genaueres a8t
sich dariiber im Augenblick nicht aussagen; unsere Ergebnisse werden
infolgedessen groBtenteils einen halbquantitativen Charakter tragen.
Wir haben daher die ganzen Rechnungen fiir zwei verschiedene GroéBen
des Mischungsweges, ndmlich I = H und ! = 2 H durchgefiihrt, wobei
wir jedoch der ersteren Annahme die groflere Bedeutung beimessen.
Wegen der erwihnten Unsicherheit wurde darauf verzichtet, den Ein-
flul der Rotation, der Turbulenzreibung und eventuell vorhandener
Magnetfelder zu beriicksichtigen. Alle diese Effekte wiirden in der
gleichen Richtung wirken, namlich wie eine Verkleinerung des Mischungs-
weges. Beriicksichtigen werden wir dagegen den Energieverlust der
Turbulenzelemente durch Abstrahlung, der gerade in der Ubergangs-
zone den wesentlichen Teil der gesamten Energieabgabe ausmacht.

Sodann ergénzen wir noch unsere Ubersicht durch einige prinzipielle
Betrachtungen iiber das Zusammenwirken von konvektivem und Strah-
lungsenergietransport anhand des Entropiediagramms der Stellarmaterie
nach A’ Uxsorp [17].

Tragt man das von E. VITENSE [21] angegebene, aus den Arbeiten
von CHALONGE, KOURGANOFF und BARBIER [5], [1] abgeleitete empiri-
sche Sonnenmodell (im Durchschnitt etwa 100° niedriger als bei dem ur-
spriinglichen DE JAGER-Modell) in dieses Diagramm ein, so zeigt sich,
daB es bei etwa 7,= 0,8 (7,= optische Tiefe fiir 1 = 5010 A) gegen Konvek-
tion instabil wird, denn von hier ab wéchst die Entropie mit zunehmender
Tiefe (s. Abb. 4). Fir gréBere Tiefen mufl deshalb bei der Berechnung
der Temperaturschichtung der EinfluB der Konvektion untersucht
werden. Bei der Ableitung des bisher meistbenutzten Sonnenmodells
von C. pE JAGER [7] wird im wesentlichen so getan, als ob das Modell
von der Instabilititsgrenze ab einer Adiabaten, d.h. im Entropie-
diagramm (s. Abb. 4) einer Geraden S = const folgen wiirde. Fiir die
Tiefen bis 7,= 1,5 diirfte aber das empirische Modell noch zuverlissig
sein, und danach nimmt die Entropie jedenfalls zunichst noch zu.
Andererseits zeigt auch schon ein Blick auf die Sonnenoberfliche, daf3
die aufsteigenden Granulationselemente mindestens bis 7,= 0,3 mit einem
Temperaturiberschuf ankommen. Wiirde das Modell schon ab 7,= 0,8 der
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Adiabaten § = const folgen, so knnten die niherungsweise adiabatisch,
d. h. auf einer Geraden S = const. aufsteigenden Granulationselemente in
den beobachtbaren Schichten der Sonnenatmosphére nur mit einem Tem-
peraturunterschuf ankommen, was den Beobachtungen widersprechen
wiirde. Dies weist zusammen mit der empirisch bestimmten Temperatur-
schichtung darauf hin, daB die Sonne in Tiefen groBer als 7,= 0,8 trotz
der Instabilitdt gegen Konvektion zunichst noch nicht adiabatisch ge-
schichtet ist. Vielmehr muB die Entropie mit wachsendem log P, zu-
néchst zunehmen. Nur wenn sie in gréBeren Tiefen tiber den Wert an
der Sonnenoberfliche hinauskommt, kann ja ein aus der Tiefe adia-
batisch (mit § = const) aufsteigendes Granulationselement oben mit
einem Temperaturiberschufp ankommen. Die trotz Einsetzens der Kon-
vektion nichtadiabatische Schichtung laBt sich folgendermafien ver-
stehen: Wire die Sonne bei 7, > 0,8 streng adiabatisch geschichtet, so
wiirde ein irgendwie nach oben in Bewegung gesetztes Turbulenzelement,
das etwa adiabatisch aufsteigt, gar keine Temperaturerhhung gegeniiber
seiner Umgebung erhalten, es wiirde also keinen Auftrieb erfahren und
bald zur Ruhe kommen, d. h. es kénnte gar keine Konvektion stattfinden.

Bezeichnen wir im folgenden die mittlere Temperatur einer bestimmten
Schicht mit 7' und den zugehérigen Gasdruck mit P, so moge der log-

. . . . . dlogT .
arithmische Gradient dieser mittleren Temperatur mfgg? mit V' be-
g
. . dlog T . .
zeichnet werden. V,; wollen wir fir das—d%o—:—P- schreiben, das wir zu
7

dem mittleren 7' und P, einer bestimmten Schicht erhalten wiirden,

wenn die Schichtung von hier ab adiabatisch wire. V,; gibt dann zu-

. dlog T (t . . .
gleich das g 70 eines ohne Wéirmeaustausch, d. h. adiabatisch
dlog P, (t)

aufsteigenden Turbulenzelementes an, wobei ¢ die Zeitkoordinate ist.
Entsprechend dem V' ; bezeichnen wir mit Vg, das % , welches sich
einstellen miilte, wenn an der betrachteten Stelle alle Energie durch
Strahlung transportiert wiirde, d. h. wenn die Schichtung in 7' und P,
dem Strahlungsgleichgewichtszustand entspriche. Nach dem ScEWARZ-
scHILDschen Kriterium kann dann iiberhaupt erst Konvektion einsetzen,
und damit Energie konvektiv transportiert werden, wenn I >V, ist.
Ist IV nur wenig groBer als I ,;, so gewinnen die aufsteigenden Elemente
nur einen kleinen TemperaturitberschuB. Es wird deshalb nur wenig
Energie konvektiv transportiert. Der grofte Teil muf durch Strahlung
transportiert werden, und der Gradient J” muB sich mehr dem Strahlungs-
gleichgewichtsgradienten [/g, anndhern. Da nun Vg, sicher der steilste
Gradient ist, der iiberhaupt moglich ist -— sonst wiirde ja allein durch

die Strahlung schon zu viel Energie transportiert, — so bedeutet eine
Anndherung an Vg, ein Aufsteilen des Gradienten. Dadurch wird
11*

© Springer-Verlag * Provided by the NASA Astrophysics Data System


http://adsabs.harvard.edu/abs/1953ZA.....32..135V

FI953ZA 5 227327 "135V!

138 ERrxA VITENSE:

hinwiederum der konvektive Energietransport verstirkt. Im stationdren
Zustand wird sich nun der Temperaturgradient so einstellen miissen,
daBl der konvektive Energiestrom m ¥, und der strahlungsmé&Big trans-
portierte Energiestrom 7 Fg, zusammen gerade den gesamten Energie-
strom der Sonne ¢7; ergeben'. V kann demnach maximal gleich Vg,
werden, wenn verschwindend wenig Energie konvektiv transportiert
wird, und mufl minimal etwas oberhalb I/ ,; bleiben, wenn der grofte
Teil der Energie konvektiv transportiert wird. V =V ; kann streng
genommen nie erreicht werden, denn auch in einer adiabatisch geschich-
teten Atmosphire wird ja noch ein bestimmter Bruchteil der Energie
durch Strahlung transportiert. Es gilt also stets Vg,,> V' > V ;. In der
Nihe von 7,= 0,8, wo Vg, und damit sicher auch I/ nur wenig groBer
als V4 sind, werden wir nur einen sehr geringen konvektiven Energie-
transport erhalten, der weitaus grofite Teil der Energie mufl strahlungs-
miBig transportiert werden. Es muB also V' = Vg, sein. Demnach wird
unser Modell zunichst noch etwa so aussehen wie ein Strahlungsgleich:
gewichtsmodell. Im Entropiediagramm steigt die Kurve, die das Modell
wiedergibt, nach rechts hin an. Erst langsam, wenn Vg, >V ,; wird,
wird der konvektive Energietransport merklich, I wird kleiner und
nihert sich schlieBlich mehr und mehr I/,; an. Erst in ziemlich groBen
Tiefen konnen wir in hinreichender Annidherung mit I'= I ; rechnen.

Berechnung der mittleren Temperatur- und Druckverteilung
in der Sonnenatmosphire.

Fiir die genaue Berechnung des Modelles miissen wir zunéchst Kon-
stanz des Energiestroms fordern, d. h.

aF,+aFgy,=nF=0cT;, (1)
wo m F den Gesamtstrahlungsstrom und 7', die effektive Temperatur
bedeutet.

Die durch Strahlung transportierte Energie m F,, ist fiir grofle 7 in
guter Niherung gegeben durch (vgl. z. B. A. UnsoLp [18] u. [17])

16 oT* V. 2)

nFsw="9 5@

Dabei ist 7' die jeweils herrschende Temperatur, % der RosSELANDsche
RT

)
valenthéhe mit R = Gaskonstante, u = mittleres Molekulargewicht,

g = Schwerebeschleunigung.

Mittelwert des Absorptionskoeffizienten pro cm und H = die Aqui-

1 Bei RupksoBinG [15] bleibt der konvektive Energiestrom in der Energie-
gleichung unberiicksichtigt. Unter der Annahme einer adiabatischen Schichtung
in der Konvektionszone darf man aber konsequenterweise nicht den konvektiven
Energiestrom als vernachléssigbar klein annehmen.
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Insbesondere gilt '
—— Vgp, (2a)

da ja Vg, definiert wurde als das V, bei dem x Fg,, = n F = o T, wire.
Durch diese Gleichung ist Vg, bestimmt zu
4 4 %P,
o () o (B 2R e
wenn man rechts % pro gr. rechnet.
Der konvektive Energiestrom 5 F}, d. h. die pro sec durch die Flichen-
einheit transportierte Energie ist

anchgﬁ-EchgT-—éTﬂ-@, (3)
wobei ¢, die spezifische Wirme pro gr., o die Dichte, 7 die mittlere Ge-
schwindigkeit der aufsteigenden Turbulenzelemente in der betrachteten
Schicht und AT deren mittleren TemperaturiiberschuB-gegeniiber der
Umgebung bedeuten. Darin miissen wir zunéchst das AT und das @
bestimmen. Wir bezeichnen im folgenden die mittlere Temperatur eines

Elementes mit 7" im Gegensatz zur mittleren Temperatur der Umgebung,

’

die wir mit 7’ bezeichnet haben. Es sei dann & = % , wobei x die Lage-

koordinate des aufsteigenden (oder absteigenden) Turbulenzelementes
ist, gezdhlt vom Startpunkt aus. & ist demnach der lineare Gradient
fir die mittlere Temperatur eines bewegten Elementes (z =  (f) und
=1 (t)). Entsprechend bezeichnen wir den linearen Gradienten der

Umgebung %% mit & Damit wird dann der Temperaturunterschied

eines Elementes gegeniiber der Umgebung

AT=f(§'—§) do— (& —8) - @, )

wenn wir ndherungsweise §’— £ als konstant annehmen (sonst wére ein
geeigneter Mittelwert zu nehmen).
Zur Bestimmung des ¥ gehen wir aus von dem Energiesatz

X
%vz=fK(x)dx,
0

wobei K die Auftriebskraft bedeutet und gegeben ist durch

K = —Volumen-g-Ap=
=Volumen-g-g#—=m-g-%‘fl—1=m-g- §/;~§—-

xX.

Damit wird

z
m “/_ /_E 2
- vz=m-g-f€ §-xdxzm-g-§ =2,

0
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4

o &-¢ . .
wenn wir wieder T als konstant annehmen oder einen geeigneten

Mittelwert benutzen. So erhalten wir

”:Vz—“"]/.ff’;'fxmw- e 0
0

7

Es wird also v etwa proportional der Entfernung des Elementes vom
Startpunkt. Nehmen wir im Rahmen der PRaANDTLschen Mischungsweg-
theorie an, daB jedes Turbulenzelement einen Mischungsweg ! zuriick-
legt und sich dann auflést, so wird

1
fvdx

§ —5 !
=V - ‘5 (6)

<l
II

fdx
0

d. h. gleich der Geschwindigkeit bei x = /2, wenn wir annehmen, daf}
alle = gleich wahrscheinlich sind 1.
Fiir das 4 T ergibt sich analog

AT ~ (& —&)-1/2. (7)

Dritcken wir £ — %ﬁl durch

p_dlogT _ 4T P, P, AT v _ P, 1
T dlgP,  dP, T T dz dP, T gg

. aus, 80 wird mit

_ T _ UL S v S
E=—-VFV 7, g-o=—V 2T T=—-V 7 T
schlieBlich
T
eV =T 5 (7a)

Dabei ist mit V'’ jetzt gi—gi fiir die mittlere Temperatur eines Ele-
: g

. . log
mentes 7" gemeint, wihrend V' wieder das ;llo 5~ fiir die mittlere Tem-
g

peratur der Umgebung bezeichnet. Damit wird dann?
_ 1 ,
anch-g-T-v-—ﬁI—[V—V] (3a)

1 In den alteren Arbeiten von L. Biermanw [2], [3] iiber die Konvektionszone
wird durchweg mit 2= g— [§’— &] gerechnet. In der neueren Arbeit dagegen

[4] tritt im v? noch zusdtzlich zu unserem Faktor 1/4 ein Faktor 1/2 auf, der dort
wegen der Turbulenzreibung hereinkommt, die hier aber vernachlissigt wird.

2 Bei L. BIERMANN [3] ist 7 F;, um einen Faktor 2 gréfBer, in seiner neueren Ar-
beit dagegen [4] wird der obige Ausdruck benutzt. Eine von uns durchgefiihrte
Rechnung mit den in den dlteren Arbeiten von L. BIERMANN beniitzten Formeln
zeigte, dafl man damit Werte erhélt, die in sich inkonsistent sind (vgl. Anm. 1 S. 145).
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mit
—_ l2 7 ’
0229.4H.[17_[7], V'<p) (6a)

Diese beiden Gleichungen (3a) und (6a) sind nun zusammen mit dem
Energiesatz (1) und der Bestimmungsgleichung (2) fiir & F,, die vier
notwendigen Gleichungen zur Berechnung unserer 4 Unbekannten z Fg,,,
w Fy, 9 und V. Das IV bestimmt uns dann schlieBlich die gesuchte Tem-
peraturschichtung 7' (P,;). AuBer dem |/ brauchen wir noch I, d. h. den
Gradienten eines aufsteigenden Turbulenzelementes. Ohne Wirmeabgabe
unterwegs wire — wie wir schon erwiahnten — |/’ gleich dem adiabati-
schen Gradienten I/,;. Die in den hdheren Schichten der Sonne wesent-
liche Energieabgabe der Turbulenzelemente durch Strahlung bedingt,
daB V' >V .

Einem Gedanken von A. UNsoLD folgend, kénnen wir nun '’ relativ
einfach berechnen mit Hilfe einer Grofe y, die das Verhidltnis des iiber-
schiissigen Energieinhaltes des Elementes infolge seines Temperatur-
iiberschusses gegeniiber einem gleich groflen mittleren Volumelement
der Umgebung zur Abstrahlung wihrend der Lebensdauer angibt, d. h.

. Uberschiissiger Energieinhalt
V= Abstrahlung wihrend der Lebensdauer °

Der {iiberschiissige Energieinhalt ist c, o AT - Volumen. Die abge-
strahlte Energie ist, wenn wir das Element zunéchst als optisch diinn
betrachten, gleich o - A (7% - % -1-1/7 - Oberfliche, wenn ! auch etwa
der Durchmesser eines Turbulenzelementes ist. {/v ist etwa die Lebens-
dauer des Elementes. Wenn dagegen das Element optisch dick, also
% - 1> 1 ist, so wird die Strahlung am Abstrémen gehindert und zwar -
um so mehr, je grofler % -7 ist. Man kann dann ndherungsweise die
Strahlungsgleichgewichtstheorie auf den horizontalen Strahlungstrans-
dB 4
~dz, 3°
wir den Index ¢, um zu betonen, dall es sich in diesem Fall um das 7
handelt, das von der Grenzschicht zweier Turbulenzelemente her in die
Turbulenzelemente hinein gezihlt wird, also quer zum normalen 7.

B bedeutet die Kirckhoff-Planck-Funktion. Nehmen wir in dem Element
ganz grob eine lineare Temperaturverteilung an 7"= 1T, + 4;/—5: L

port anwenden. Es ist fiir groBe 7 das F (7)) Dabei setzen

S > SO

erhalten wir 7 F' (t,) =% co - A(TY -%ﬁir groBle - [.
“Wir haben also ‘
oA (T4 %-1 fir 2-1<1

. _ |
JT L' Abstrahlung ; o/ (T4 - 2.1.l fir 71> 1
Um fiir % - I = 1 einen stetigen Anschlufl zu bekommen, lassen wir den

Faktor 8/3 in der 2. Formel weg, da er ohnehin nur auf einer relativ
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groben Abschitzung beruht. Dann koénnen wir die beiden Félle zu-
sammenfassen in der einen Formel
78 F gpstrantung = 0 4 (T'%) - [% - 1], wobei sein soll [% -1] =
%l wenn %-1<1

- %l—l wenn %-1> 1.
y wird dann
_ 1 ¢p o T - Volumen v (8)
Y =4 oT%[x-1]- Oberflache 1 °

Die Rechnung zeigt, daf} in der interessierenden Schicht % - [ durchweg
grofer als 1 ist. Wir kénnen deshalb fiir die Rechnung im allgemeinen

[% - I] ersetzen durch %l .

fliche zu bestimmen, schematisieren wir das Element durch einen Zy-
linder, dessen Durchmesser und Hohe gleich / seien. So erhalten wir

Um das Verhiltnis von Volumen zu Ober-

Volumen l

Oberfliche 4 °

(Fiir kugelférmige Volumelemente wiirden wir 7/6 erhalten.)
Damit wird dann
das allerdings wohl um einen Faktor 2—3 unsicher sein diirfte.

Mit Hilfe dieses v, das ein
Maf fir den relativen Ener-
/ gieverlust des Turbulenzele-
mentes auf seinem Wege ist,
wollen wir nun versuchen,
den logarithmischen Tempe-
raturgradienten eines beweg-
ten Elementes I’ zu bestim-
men. Dazu bedienen wir uns
der schematischen Abb. 1.
Skizziert ist zunédchst der
Verlauf von log T als Funk-
tion von log P,, wie wir ihn
unter Vernachlissigung der
Konvektion erhalten wiirden

mit

(8a)

log 7 —

log fg —

Abb. 1. Zur Ableitung der Beziehung (9). — —— Strah-
lungsgleichgewichtsschichtung entsprechend dem Gradi-
enten Vets — —"— adiabatische Schichtung entspre-

chend Vads wirkliche Schichtung entsprechend

V. AuBerdem ist eingezeichnet ’, der mittlere Gradient
der durch den Punkt log 7', log P, aufsteigenden oder

absteigenden Turbulenzelemente.

(-=-mne- ); der Anstieg dieser
Kurve entspricht dem Ig,.
Ferner ist die adiabatische
Schichtung  eingezeichnet
(—+—-—), deren Gradient
dem V,; entspricht, und
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schlieBlich noch die wirklich zu erwartende Schichtung mit dem
Gradienten I ( ). Nach unseren fritheren Uberlegungen muB
stets sein Vg, > V > V ;. Nunmehr untersuchen wir ein mittleres Ele-
ment!, das sich gerade durch einen beliebig herausgegriffenen Punkt
mit dem zu berechnenden Gradienten [’ bewegt. Es mull jedenfalls
V>V >V, sein, denn wenn das Element gar keine Warme abgibt,
steigt es mit V;, flacher kann es in unserem Diagramm nicht aufsteigen.
Wenn es sehr viel Wiarme abgibt, steigt es hochstens mit I/, dem Gra-
dienten der Umgebung. Steiler kann ein mittleres Element sicher nicht
aufsteigen, denn sonst wiirde es sich ja gegeniiber der Umgebung ab-
kithlen und schnell zur Ruhe kommen. Da nun y das Verhaltnis des
iiberschiissigen Energieinhaltes zur abgestrahlten Energie bezeichnet,
andererseits aber ['” — I den Temperaturiiberschufl, also den iiber-
schiissigen Energieinhalt bestimmt, und die Differenz V' ,; — V'’ durch die
abgestrahlte Energie bestimmt ist, so mufl gelten

V' —v
Ve =77 7" ®

Damit haben wir nun die notwendige Gleichung zur Bestimmung
unserer letzten Unbekannten, dem I/” gefunden.

Fiir die Rechnung empfiehlt es sich, unsere fritheren Gleichungen (1),
(2) und (3a) noch folgendermafien umzuformen:

Aus (2) und (1) erhalten wir

16 oT*

« . — 4_
'3 ®/em-H V=0T; — k.

7w F sty =

Daraus folgt
3z-H

V=0T —nFy) 557

und mit Hilfe von (2a)

3x%-H
V:VSM—%F]C'W.

Setzen wir 7 F, nach (3a) ein und 16sen nach V auf, so wird

V(L+p) =V +V B
oder
Vr+ BV’
I7=Ltl%. (10)
3  ®%-H
16.2 o7t 9 €%

Dabei haben wir § zur Abkiirzung fiir den Ausdruck

T -7- %geschrieben. Vergleichen wir § mit dem y, so sehen wir, da
= 3/2 y ist.

1 Als mittleres Element bezeichnen wir eines, dessen Zustandsgrofen etwa den
Mittelwerten aller durch diesen Punkt ab- oder aufsteigenden Elemente entsprechen.
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Verwenden wir die Gleichung (10) noch zur Umformung von (9), so
wird!: ‘

v — VStr+7’(l+ﬁ)Vad= Vstr+ v 1+ 3y) Vaa (9&)
L+y 1+ p) L+y@+4y)

Fiir die Rechnung stehen uns also jetzt die fiinf Gleichungen (2a), (6a),
(9a) und (10) zur Bestimmung von Vg, 3, V' und V zur Verfiigung. =z Fj,,
und 7z F, treten nicht mehr explizit auf, lassen sich aber aus den anderen
GroBen sofort nach (2) und (3) angeben.

Zur Losung dieses Gleichungssystems (2a), (6a), (9a) und (10) macht
man zweckméfig Reihenentwicklungen einerseits fiir kleine und anderer-
seits fiir grofle y.

Fiir kleine y erhélt man

— RT l

2
=" Yo Wse—Vaa) - (g) :

Fiir grofie y wird
2
Pl L gy ()
Mit dem » kann man dann nach (9a) das V'’ und dann nach (10) das V
in dem betrachteten Punkt berechnen.

Fiir mittlere y rechnet man zu verschiedenen 7 das y aus, damit
nach (9a) und (10a) das I/’ und V' und dann nach (6a) wiederum das v.
Der Ausgangswert von ¥ mufl dann so gewahlt werden, dafl er mit dem
v nach (6a) iibereinstimmt. Dadurch ist ¥ festgelegt.

Die in die Rechnungen eingehenden Zahlenwerte von ¢, %, u und Vi
wurden dabei jeweils den Arbeiten von A. Rosa und A. Uxnsoérp [13],
von E. VITENSE [20] (fiir groBe P, wurde graphisch extrapoliert), von
A. Rosa [12] und A. Uxs6Lp [17] entnommen.

Mit V = gll%)gg% erhilt man durch Integration nach log P, das
log Pgo+ 4 long
Alog T = f Vdlog P, ~V-A4log P, Damit bekommt man

log P

log T' und log P, g;n dem nichsten Punkt und kann dort dann v, P’
und V' berechnen. Auf diese Weise integriert man schrittweise in
1. Niherung. Zur Verbesserung kann man dann das V (log P,) genau
integrieren und erhilt so bessere Werte von log 7' (log P,), zu denen man
wieder das neue V' ausrechnet, usw.

Bei unseren Rechnungen wurde diese Iteration mit jedem Schritt
durchgefiithrt, d. h. es wurde praktisch nach dem ADAMS-STORMER-

1 Zu demselben Ergebnis — bis auf einen Faktor [/2 vor dem y — kommt
man auch anhand einer neueren Arbeit von Opix [11], wenn man sie dahingehend
korrigiert, daB an der Grenze der Konvektionsschicht alle iiberschiissige Energie
abgegeben wird. Sonst kénnte ja die Materie gar nicht wieder herunterfallen.
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Verfahren gerechnet, wobei zur Interpolation aber statt der Polynome
das Kurvenlineal benutzt und dann graphisch integriert wurde.

Eine wesentliche Schwierigkeit liegt aber noch in der Bestimmung
des Verhiltnisses I/H. Um dieses Verhiltnis genau festzulegen, wire eine
Turbulenztheorie kompres-

. . . = ! | ] 1
sibler Medien erforderlich. ‘=27 500 7000 | 7500 Zﬁm km

. ] eqoy e = | 1 1 [
Die Kompressibilitdt geht f 5 i 500 7000 1500 2000 3000 _4000%m,

hier in zweierlei Hinsicht
ein: einmal iiber das Gravi- B
tationsfeld, das iiber die in
Frage kommenden Entfer-
nungen groBe Dichtednde- -
rungen hervorruft; zum an-
deren spielt die Kompres- f
sibilitdt eine Rolle wegen ~
der hier auftretenden rela- &
tiv groBen Machzahlen, die 4/
schon an die Gré8enord-
nung von Eins herankom- ,
men, da wir es mit Ge- 3s
schwindigkeiten von einigen
Kilometern pro sec zu tun
haben. 76LL
Solange eine solche Tur- IR % log £ _ ¥
bulenztheorie kompressib-  4pp. 2. 10g 7 als Funktion von mng in der Sonnen-

ler Medien aber noch nicht  atmosphire berechnet unter der Annahme, daB8 der
o . Mischungsweg der Turbulenzelemente gleich der Aquiva-
verfiigbar ist, kann man lenthshe H ist ( ) oder daB er doppelt so groB ist
" (=mmmmmam ). Uber der Abbildung die Skala der geometrischen

nur sagen, dafl das Verh&lt-  Tiefen in Kilometern fir die Schichtung mit ! = H (—)

nis I/H von der GréBenord- bzw. 1 =2 H.

nung 1 sein muB. Es bleibt aber mindestens um einen Faktor 2 unsicher.
Die Rechnungen wurden deshalb — wie gesagt — durchgefiihrt fiir
{/H =1 und 2.

Die Ergebnisse der Rechnungen?! zeigen die Abb. 2—7. Wir haben
iberall die Ergebnisse fir /= H ( ) und =2 H (--------- ) ein-
getragen, jedoch wollen wir zunéchst nur die Schichtung betrachten,
die sich fiir [ = H ergibt. Auf das 2. Modell werden wir anschlieBend .

eingehen.

37

! Nachdem so, wie oben ausgefiihrt, ein Modell gewonnen war, wurde zur Kon-
trolle nach (4) das A7 (z) und damit nach (5) auch das v durch Integration be-
rechnet. Es ergab sich gute Ubereinstimmung mit den Werten nach Gl. (6), wenn
man den Mittelwert von auf- und absteigenden Elementen nimmt. Die urspriing-
lich von L. BIERMANN benutzten Formeln, die auch wir fiir eine erste Rechnung
verwendet hatten, fiihren an dieser Stelle zu einer Inkonsistenz. Siehe hierzu
S. 140, Anm. 2.
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In Abb. 2 ist log7 als Funktion von log P, aufgetragen. Dabei
wurde bis T = 1,694 entsprechend 7,= 1,6 bzw. log P,= 5,095 das em-

- pirisch gewonnene Modell verwendet. Die Rechnung ergab bis dahin
Abweichungen vom  Strahlungs-

70775 gleichgewichtsgradienten bis etwa
5 / 2%y, Da andererseits in diesem Be-
) _ reich das Vg, nach (2b) noch ziem-
5 / y ------- 1 lich ungenau ist, so schien es gera-
// d » W tener, hier einfach das empirische

4 ,// ' Modell zu verwenden.
T i Das T* (z) zeigt die Abb. 3.
T¥3 /.~ Die gestrichelte Kurve ist die gerad-
i linige Verlingerung von kleinen
2 . 7-Werten her, sie diirfte der Atmo-
/ sphire im Strahlungsgleichgewicht
7H entsprechen. Man sieht, dafl die
Abweichungen hiervon erst merklich

’ 25 % 5 7 werden ab 7 = 3.

T Ferner haben wir in Abb. 4 das
Abb.3. T+ als Funktion von 7 fiir das Modell Modell noch einmal im Entropiedia-

mit Mischungsweg [ = H ( ) bzw. I =
—2H (..... ). AuBerdem - Strahlungs- gramm aufgetragen. Der fallende

gleichgewichtsmodell eingezeichnet (———). i }e Teil der Kurve stellt die Strah-
lungsgleichgewichtszone dar, das Minimum die obere Grenze der Kon-
vektionszone und der nach rechts ansteigende Teil die Konvektionszone

%0 4742 43 44454647 484950 52 54 55 58 60 62 64 66 68 70 )

\ \_x NN i
AR RN

wl
NN SN NN

N
R R R TR o

IogP —_—

z

W
®
[2N
5N
N
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Abb. 4. Die Schichtung der Sonnenatmosphire im Entropiediagramm. Links Strahlungsgleich-

gewichtsteil, in der Mitte die Ubergangszone, anschlieBend der adiabatische Teil, ganz rechts Beginn

der neuen Stralﬂungsglelchgemchtszone — —— Modell mit I =H, ....... Modell mit I = 2 H,
—:—-+—- Modell mit ! = 2 H, aber doppelt 80 groer Abstrah.lung der Elemente unterwegs.

selbst. Ab log P,= 8,00 folgt dann die Schichtung ungefihr einer Adia-
baten S = const. Von hier ab erfolgt praktisch der gesamte Energie-
transport durch Konvektion; der Strahlungsenergietransport betréagt:
weniger als 0,1%. Ganz rechts ist noch der Beginn der inneren Strah-
lungsgleichgewichtszone eingezeichnet.
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Den prozentualen Anteil des n F), am gesamten Energietransport w ¥
als Funktion von log P, haben wir in Abb. 5 aufgetragen. Ab log P,

70
e
n 7
7/
08 y
-
1 —
zh b
aF |
o4—+
]
L1
:'/
g2 T
!
~ | 777
0 Py AN 1
%0 7-31 =436 35 60 65

log f—=

Abb. 5. Der Bruchteil des konvektiven Energietransportes rch vom gesamten Energiestrom n F
als Funktion von log Pg. firl!=H, ———firl=2H.

= 5,50 bzw. T = 450 wird schon praktisch alle Energie konvektiv trans-
portiert. (Trotzdem wird die Schichtung erst adiabatisch ab etwa log P,

km/se
30

u“
)

-,

| =
—

==—=F===--J-———J

50 60 70 80 90
log @ —

Abb, 6. Die mittlere Aufstiegsgeschwindigkeit der Turbulenzelemente 7 als Funktion von log Pg.
firl=H, ———firl=2H.

= 8,00.) Dagegen wird in den optisch wichtigen Schichten nur ein
kleiner Bruchteil, z. B. bei 7= 3 nur 22% des Energiestromes durch

Konvektion transportiert.
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Interessant ist auch der Verlauf des 7 als Funktion von log P,, den
wir in Abb. 6 zeigen. ¥ erreicht sein Maximum bereits bei log P, = 5,09,
also einer Tiefe, wo der konvektive Energietransport erst in der GroBen-
ordnung 2%, ist. ¥ erreicht hier einen Wert von 2,4 km pro sec. Nach
groBeren Tiefen zu nimmt die mittlere Geschwindigkeit dann ab, bis sie
an der unteren Grenze der Konvektionszone gleich Null wird.

95

L

7

o

V-V’ 1 I
02

%

%0 40 70 50 30
log @ —

Abb. 7. Differenz zwischen dem logarithmischen Gradienten der Mittelwerte von 7' und P 7 und dem

mittleren logarithmischen Gradienten der auf- oder absteigenden Turbulenzelemente, d.h. y —p’
als Funktion von log Pg.

I=H, ——— 1=

Die Erkldarung fiir dieses Verhalten des ¢ finden wir in Abb. 7, in der
die Differenz |’ — " als Funktion von log P, aufgetragen ist. Wir
sehen, daB3 das Maximum dieser Kurve etwa mit dem Maximum von %
zusammenfillt. Das [ (V' — V') dlog P, iiber eine halbe Aquivalent-
hohe, also iiber A log P,= 0,217 gibt aber das Alog T an, d.h. den
prozentualen Temperaturiiberschufl der aufsteigenden Elemente gegen-
iiber der Umgebung. Das 4 log T' bestimmt wiederum den Auftrieb und
damit die Geschwindigkeit der Elemente, so dal es ohne weiteres verstind-
lich ist, daf3 die Maxima von J'— ¥V’ und ¥ etwa an derselben Stelle liegen.
In groBeren Tiefen wird wegen des zunehmenden p das z F} so groB,
daf3 die Abweichungen der Schichtung von einer Adiabaten nicht mehr
grofl genug sind, um eine hohe Geschwindigkeit zu erzeugen. DaB trotz
der hohen Geschwindigkeit der Elemente der konvektive Energietrans-
port bei log P,= 5,1 noch so klein ist, liegt im wesentlichen an der ge-
ringen Dichte und dann an dem kleinen c,. Der Energieiiberschufl eines
Turbulenzelementes ist noch relativ klein. Andererseits ist das I/ selbst
noch nicht so sehr viel kleiner als Vg, so dal noch geniigend Energie
durch Strahlung transportiert wird. Erstaunlich ist, daB in gréBeren
Tiefen die Konvektion trotz sehr geringer Temperaturdifferenzen von
nur etwa 10—50° den gesamten Energietransport schafft. Das liegt
natiirlich an den sehr viel grofleren Dichten.
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2. Die untere Begrenzung der Konvektionszone.

Um die untere Begrenzung der Konvektionszone festzustellen, miissen
wir den Gasdruck ermitteln, bei dem Vg,— IV, wird. In den in Frage
kommenden Bereichen ist I/,;= 0,40, da die Ionisationen von Wasser-
stoff und Helium abgeschlossen sind. Wir miissen also nur noch das Vr
ausrechnen, in welches vor allem das % eingeht. Die Werte von E. Vi-
TENSE [20], die fiir die bisherigen Rechnungen verwendet wurden, um-
fassen diese hohen Drucke und Temperaturen nicht mehr. Wir haben
daher auf die Arbeit von P. M. Morsk [10] zuriickgegriffen. Dort wur-
den allerdings andere Elementmischungen benutzt als in den Arbeiten
von A.UnséLp, A. Rosa und E. Vitexse. Da aber die ganzen Kon-
vektionsrechnungen wegen der Unsicherheit des I/H und des y nicht allzu
genau sind, so schien es unnétig, in diesem Zusammenhang allzuviel
Miihe auf die Berechnung des % zu verwenden. Wir haben deshalb die
Formel (16) von MoRrsE benutzt, in der wir den prozentualen Massen-
anteil des Wasserstoffs X und des Heliums Y, sowie das iiber die Massen
gemittelte Kernladungsquadrat fiir die schweren Elemente — bei MORSE
mit I" bezeichnet — auf die von uns benutzte Mischung umgerechnet
haben. Die MorsEschen Korrektionsfaktoren g/t unterscheiden sich fiir
die verschiedenen von ihm verwendeten Mischungen nicht erheblich.
Wir haben deshalb die Werte von MORSEs ,» Mischung I“ benutzt, die
der UnséLpschen wohl am niichsten kommt.

Mit diesen %-Werten ergab sich, daB Vg, = 040 wird fiir log P,
= 11,44, entsprechend einer geometrischen Tiefe von 66200 km, gezahlt
von 7 = 0,001 aus. Die Dicke der Konvektionszone betrigt demnach
etwa 66000 km =~ 1/10 Sonnenradius, in Ubereinstimmung mit L. Bigr-
MANN [3].

Es erhebt sich die Frage, ob man hier bei der Berechnung von Pg; schon die
Anderung von g, der Schwerebeschleunigung der Sonne, mitberiicksichtigen mu8.
Dabei darf man wohl die Anderung der anziehenden Masse zunéchst vernachlassigen
und nur die Anderung von r beriicksichtigen. Fs ist zunichst g = g, * B?r?, wenn
9o die Schwerebeschleunigung an der Sonnenoberfliche, R den Sonnenradius und 7
den Abstand der betrachteten Stelle vom Sonnenmittelpunkt bedeuten. Andrerseits
geht in das gy, aber auch der gesamte Energiestrom 7z F.= o T¢ ein. # F ist de-
finiert als der pro sec und cm? flieBende Energiestrom. Soll nun der gesamte Energie-
strom der Sonne von innen nach auBen konstant bleiben, so muB 7z F umgekehrt
proportional der durchstromten Kugeloberfliche zunehmen, also #n F — ¢ T4 =
7 Fy - R*r®. Es wachsen also 7'¢ und g in gleicher Weise, so da8 sich im |7 s die
E?jr*-Faktoren herausheben. — Bei der Berechnung der geometrischen Tiefe zu
gegebenem 7' und P, bleibt der Faktor R?/r? dagegen zu berticksichtigen.

Bemerkenswert ist vielleicht noch, daB an der unteren Begrenzung
der Konvektionszone der Ubergang von I,; zu Vg, nicht langsam, son-
dern bei log P )= 11,44 ganz plétzlich stattfindet. Das liegt zum kleinen
Teil an der geringen Abstrahlung wegen der groBen optischen Dicke der
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Turbulenzelemente, zum wesentlichen Teil aber an der groBen Dichte:
wenn iiberhaupt Konvektion vorhanden ist, dann wird gleich sehr viel
Energie konvektiv transportiert im Gegensatz zur oberen Grenze der
Konvektionszone.

Bei der Untersuchung der unteren Konvektionszonengrenze taucht aber noch
ein weiteres Problem auf: Nach dem Ravreigaschen Kriterium kann Konvektion
erst eingetzen oder nur dann bestehen, wenn ¥ einen bestimmten Grenzwert iiber-
schreitet, da sonst der Temperaturunterschied der Turbulenzelemente gegeniiber
der Umgebung zu schnell ausgeglichen wird, so daB der Auftrieb nicht ausreicht,
um die Reibung zu iiberwinden. Ist das nach den obigen Gleichgewichtsbedin-
gungen (6a), (9a) und (10) berechnete 7 zu klein, um die RavyLEIGHSche Bedingung
zu erfiillen, so muBl die Konvektion aufhéren, obgleich Vg; > V > Vyg. Dadurch
fallt dann aber der konvektive Energietransport fort; die von unten angelieferte
Energie bleibt stecken und die Temperatur steigt. /’ mufl wachsen bis zu einem
groBeren I/, bei dem die Instabilitit gegeniiber Konvektion groB genug ist, um
einem einmal in Gang gesetzten Turbulenzelement eine groBere Geschwindigkeit
als die Grenzgeschwindigkeit zu geben. Dann startet die Konvektion wieder. Mit
dem zu groBen I wird aber zu viel Energie transportiert, es muBl eine Abkiihlung
eintreten, |7 wird kleiner, 7 mu8} kleiner werden, d. h. die Konvektion bricht plotz-
lich wieder ab und das Spiel beginnt von neuem. Wenn also das Ravrercasche
Kriterium zur Auswirkung kommt, so miissen dadurch Fluktuationen im gesamten
Energiestrom auftreten.

Wir wollen im folgenden versuchen, die Gréfenordnung dieser Fluktuationen
abzuschitzen.

Die Mindestgrs8e von o ist bestimmt durch die RayLErgHsche Zahl

Tl

A=C-

dabei ist C eine reine Zahl von der GréBenordnung 100, I eine fiir das Problem

charakteristische Lange, die wir hier mit der Aquivalenthéhe gleichsetzen und »

die kinematische Viskositit, die bei Gasen gleich 1/3 - A - vy ist, wobei v; die mittlere
RT

thermische Geschwindigkeit: vj = —8—7;#— , und A die mittlere freie Weglange der

an der Wirmeleitung beteiligten Teilchen ist. (Unter unseren Bedingungen diirften

das im wesentlichen die Elektronen sein.)

Die Rayrereasche Zahl A4 muB einen bestimmten Grenzwert /A, {iberschreiten,
damit Konvektion einsetzen kann. Im allgemeinen ist A, von der GroBenordnung
1000 [8]. (In den Sternatmosphiren kann der Wert vielleicht etwas grofler sein,
da hier der Temperaturausgleich nicht nur durch Warmeleitung, sondern im wesent-
lichen durch Strahlung erfolgt.) Die Geschwindigkeit, bei der /A gerade gleich A,
ist, wollen wir mit v, bezeichnen. Dann kann also Konvektion erst einsetzen, wenn
Ay v v 10 A

v>'l}0= 0 '7%10-T= 3 '—H_'vk

ist.

v ist in der Nahe der Konvektionszonengrenze von der GroBenordnung 107 cm/sec.
H ergibt sich zu etwa 2-10°cm. Zu bestimmen bleibt das 4, die freie Weglinge der
Elektronen. Sie wurde von GvospDOVER berechnet [6] und von H.MAECKER u.
T. PerERs [9] experimentell bestimmt und ist danach etwa

2—:?‘—1—,
Z%- Q4 N,
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wobei

4 3 kT
Qrz_”_.__f__.ln(_.___T_)
2 (kT) 2 e .Ns

dem Wirkungsquerschnitt eines einfach geladenen Teilchens gegeniiber den freien
Elektronen entspricht. (e = Elementarladung, N, = Anzahl der positiven Ionen
pro cm?® und Z2= deren mittleres Ladungsquadrat.)

Fiir die untere Grenze der Konvektionszone ergab sich so 4 ~ 105 cm und damit
== 1071 95, = 1077 cm/sec. Dieses winzig kleine v gehort zu einem Vg4 — Vg =~
10-%¢. Da in der Nahe der Konvektionszonengrenze y, =~ 1 ist, so wird y =~ 107

F—nF
Fiir kleine y ist Vs — V' = & * (Visty— Vaa) ~ 10-%. Da mun == — 2= —
nF Vestr — V F
k28 ist, so ist auch Tk 10748, Das ist also der Anteil der
nF VStT a F

konvektiv transportierten Energie an der Stelle, wo die Konvektion infolge des
RavvEIGH-Kriteriums absterben sollte. Von dieser GroBenordnung diirften auch
die Energiestromschwankungen sein, sie sind also praktisch bedeutungslos. Im
iibrigen ist das in Frage kommende Gebiet auch schon geometrisch so klein, daf3
die von oben herunterfallenden Turbulenzelemente wahrscheinlich in dem ganzen
Bereich geniigend grofe Geschwindigkeiten erzeugen, um die Konvektion im Gang
zu halten. Ob in irgendwelchen anderen Sternatmosphiren Bedingungen gegeben
sind. die diesen Effekt merklich werden lassen, mége dahingestellt bleiben.

3. Die obere Begrenzung der Konvektionszone.

Bei der Anwendung der in Abschnitt 1 beschriebenen Rechenmethode
tun wir in jedem einzelnen Punkt unseres Modelles so, als ob auch in
seiner Umgebung die bendtigten GroBlen wie ¥, c,, Vg, Vg usw. so
wiren, wie an dem betrachteten Punkt. Das erscheint berechtigt, so-
lange die GroBen etwa einen Mittelwert iiber + /2 darstellen, und im
Mittel gleich viele Turbulenzelemente von oben und von unten kommen.
Ganz in der Néhe der oberen Konvektionszonengrenze stimmt das aber
sicher nicht mehr. Oberhalb ist Vg, <V ,;, unterhalb dagegen Vg, > ;.
Es konnen deshalb von oben gar keine Turbulenzelemente herunter-
kommen. Wire in der ganzen Schicht Vg, = V,; wie an der Grenze,
so miifite ¥ = O sein, wie wir es mit obiger Methode ausgerechnet haben.
Tatsdchlich ist natiirlich ¥ viel gréfler, da ja alle Elemente aus groBerer
Tiefe kommen und eine bestimmte Geschwindigkeit mitbringen. Ganz
grob diirfen wir wohl annehmen, daf3 das ¥ wieder dur¢h die Geschwindig-
keit der Elemente bestimmt wird, die gerade /2 zuriickgelegt haben.
Wie wir unten sehen werden, haben diese eine Geschwindigkeit von
etwa 2 km/sec. Fiir log P,= 5,1 erhalten wir nun z. B. nach Abb. 6
ein ¥ von etwa 0,4 km/sec, wihrend wir, wie gesagt, tatsichlich mit
v = 2 km/sec rechnen miifiten. Das ¥ kommt also mit unserer obigen
Rechenmethode an dieser Stelle um einen Faktor 5 kleiner heraus als
die durch Integration fiir ein einzelnes Element gewonnene mittlere
Geschwindigkeit, dadurch wird auch das mit dem urspriinglichen 7 be-
rechnete v um etwa einen Faktor 5 zu klein. Mit dem richtigen % von

Zeitschrift fiir Astrophysik, Bd. 32. 12
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2 km/sec wiirde v F;, etwa 10mal grofer werden, aber immer noch sehr
klein bleiben. Im ganzen kann man also sagen, daf ganz in der Nahe
der oberen Konvektionszonengrenze die Schichtung sich der Adiabaten
stirker annihert, als wir oben angegeben hatten. Das diirfte aber kaum
viel ausmachen, da sich hier JV und V,; ohnehin nur wenig unterscheiden
wegen des geringen Unterschiedes von Vg, und V ;. AuBerdem sind hier
die Geschwindigkeiten, wie sie in der Abb. 6 angegeben sind, nicht mehr
zuverlissig. Diese Uberlegungen sind wichtig fiir die Deutung der Beob-
achtungen an der Granulation, der wir uns nunmehr zuwenden.

4. Die Granulationselemente.

Von der Turbulenz kénnen wir direkt nur die Granulationselemente
beobachten. Da sie noch bis sehr weit an den Sonnenrand heran ver-
folgt werden kénnen, so miissen sie mindestens bis7 = 0,3 heraufkommen.
RicHARDSON und ScHWARZSCHILD [14] beobachten Geschwindigkeiten
von 0,37 km/sec fiir die Turbulenzelemente, die man photographisch noch
auflosen kann und deren Durchmesser ein Vielfaches der Aquivalenthdhe
ist. Sie schlieBen daraus, unter Zuhilfenahme der Statistik, daB die

I=H [=2H
log F§= F-03
475 3 log =479
5007 2 3 log &= 5,224
5224 1 2 log /= 5,659
5441 1 log £ = 6,093
. Element ———]| Flement I——l

Abb. 8. Zeigt schematisch den Weg und die jeweilige Lage der Turbulenzelemente I und II. Fir

1 = H Skala links, fiir I = 2 H Skala rechts. Die Elemente starten in der Lage 1, haben in der Lage 2

den halben Weg zuriickgelegt und 1osen sich in der Lage 3 auf, nachdem sie einen Mischungsweg
zuriickgelegt haben.

schnellsten Turbulenzelemente, die etwa von der GroBe einer Aqui-
valenthéhe sind, Geschwindigkeiten von ~ 2,5 km/sec haben. THIES-
SEN [16] beobachtet weiter an den teleskopisch noch auflésbaren Granu-
lationselementen Temperaturdifferenzen gegeniiber der Umgebung von
300—400.° Fiir die Lebensdauer dieser Granulationselemente, die also
etwa einen Durchmesser von 4—5 Aquivalenthéhen haben, ergaben die
Beobachtungen 3—4 Min. Um zu sehen, wieweit unsere Rechnungen
iiber die Konvektionszone mit diesen Beobachtungen vertriglich sind,
haben wir den Weg zweier Turbulenzelemente rechnerisch verfolgt, und
zwar eines, das gerade eine Aquivalenthéhe zuriickgelegt hat, wenn sein
Mittelpunkt sich bei 7 = 0,3 befindet (Element I) (vgl. Abb. 8, Lage 3),
und eines, das gerade eine Aquivalenthéhe zuriickgelegt hat, wenn sein
,;oberer Rand‘ bei T = 0,3 angekommen ist (Element IT) (vgl. Abb. 8,
Lage 3). Das Element I ist gerade mit seinem ,,oberen Rand‘ bei7 = 0,3,
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wenn es seinen halben Weg zuriickgelegt hat (Abb. 8, Lage 2). Es diirfte
deshalb etwa einem mittleren Granulationselement entsprechen, wahrend
das Element IT fast aus der groftmoglichen Tiefe kommt. Nur in der
Sonnenmitte werden wir noch einige wenige Elemente sehen kénnen,
die aus noch gréBeren Tiefen aufgestiegen sind.

Berechnung des Temperaturiiberschusses. Wir wollen die mittlere Tem-
peratur?! dieser einzelnen von uns verfolgten Elemente mit 7" bezeichnen

im Gegensatz zum 7", das einen Mittelwert fiir simtliche durch eine

i . dlog T
Schicht laufenden Elemente darstellte. Dann wollen wir das ~TTox lc())ggP—
9

fiir ein einzelnes Element mit I’/ bezeichnen. Dieses miissen wir zu-
néchst ausrechnen. Wenn keine Abstrahlung stattfinden wiirde, miiite
das Element mit V"= V,; aufsteigen. Tatsichlich ist aber in den héheren
Schichten die Abstrahlung durchaus wesentlich, so daB ein aufsteigendes
Element mit einem steileren Gradienten als dem adiabatischen aufsteigt.
Es ist demnach V"=V _;+ «, wobei a eine sogleich zu bestimmende
Grofle ist. (Die Temperatur nimmt rascher ab als beim adiabatischen
Aufstieg.) Nun ist weiter '

dinT”  _, dlnP;, _ . dlnP, dIn P,
dx =V =Vu—g g
Der zweite Teil ist der durch die Abstrahlung bedingte, wir wollen ihn
. dIn 7" .
mit A gx bezeichnen.

Andererseits ist der Energieinhalt eines Turbulenzelementes £ =c,0 7"

X Volumen und die Abstrahlung pro sec =4 ¢7"3- AT [% - 1] x Ober-

arT” . . dT
TR Volumen. Dabei haben wir A4 71

ben, um zu kennzeichnen, daf es sich um die zusétzliche Temperatur-
dnderung durch die Abstrahlung handelt neben der gleichzeitig statt-

flache = (Z—IZJ c,r0-4 geschrie-

. . . . . . a1
findenden adiabatischen. Aus dieser Gleichung erhalten wir 4 i =
. . . . . dInT” dIn P,
=T mit y, wie in (8a). Per definitionem war 4 ——— = a - T 7.
. dlnT” 1 ar’ dt . .
Andererseits ist aber auch 4 ——— = — - A * —— und damit gleich
dx T dt dwx
AT 1 In P, . . AT 1 H
~—,,—-———=oc-dn 7. Daraus bestimmt sich « zu o = —,* =+ = und.
T -l dz T y 1
1 4T H

also? V" =V ; + > T T wobei wir jetzt% = 1 setzen miissen.
Das 9 und AT miissen wir nach Gleichung (8a) und (4) — mit v anstelle
von ¥ — mit den ZustandsgroBen ¢m Element berechnen, desgleichen
das V4.

Damit haben wir nun fir die ZustandsgréBen eines einzelnen Ele-
mentes ganz die entsprechenden Formeln wie fiir die Mittelwerte bei.

1 Die wir ndherungsweise dem Mittelpunkt des Elementes zuordnen.
2 Analog zu Formel (8). AT ist proportional zu J’— J.
12*

© Springer-Verlag  Provided by the NASA Astrophysics Data System


http://adsabs.harvard.edu/abs/1953ZA.....32..135V

FI953ZA 5 227327 "135V!

154 ERIRA VITENSE:

der Berechnung des Modelles. Wir kénnen deshalb jetzt fiir ein ein-
zelnes Turbulenzelement die Temperaturdifferenz gegeniiber seiner Um-
gebung und seine Geschwindigkeit als Funktion des Abstandes von der
Ausgangslage und des Ausgangsniveaus selbst ganz analog unseren
fritheren Rechnungen fiir die Mittelwerte durch schrittweise Integration
erhalten. Im einzelnen haben wir die Wege der beiden oben beschrie-
benen Elemente I und IT von ihrem Startpunkt 1 bis zu ihrer Auflésung
im Punkt 3 verfolgt (siehe Abb. 8).

Dem 7 = 0,3 entspricht ein log Py;= 4,79. Das Element I soll dort einen Weg
von einer Aquivalenthohe zuriickgelegt haben, muB also eine Aquivalenthéhe tlefer
starten, d. h. bei log Py= 4,79 + log ¢ = 5,224. Das Element II startet noch eine
halbe Aquivalenthohe tiefer, namlich bei log Pg* 5,441, lost sich aber schon bei
log Py;= 5,007 auf, wo das Element I erst seinen halben Weg zuriickgelegt hat
(vgl. Abb. 8).

Die Ergebnisse unsrer Rechnungen zeigt die Abb. 9. Dort sind auch
die Ergebnisse fiir ] = 2 H eingezeichnet, auf die wir aber erst spéter
eingehen werden. — In der Abb. 9 sind sowohl das 7' des oben berech-
neten Modelles ( ) als auch die 7"’ der betrachteten Granulations-
elemente I und IT als Funktion von log P, aufgetragen, d. h., praktisch

[
qikmls?
11000° ) ]
~770
eﬂf n”’ Y
Tll ( £ f”%
7~
10000° —el
d?km/sec
9000° /r
95/ km/sec
0
&7
9,/
8000° @} 75
Ry
7000° /
P
6000° g
27
o m/sec
48 49 50 57 52 53 54 55
log /7

Abb. 9. In Abhingigkeit von log P ist eingezeichnet zunachst die Temperatur 7' fiir das Modell
mit [ = H auBerdem die mittlere Temperatur T des Granulationselementes I (—— ——) von
‘seinem Startpunkt log P = 5,224 ab zu seinem Auflésungspunkt log P_= 4,79 sowie 7 fiir das
Element I (~—— —— ) von seinem Startpunkt log Pg = 5,441 bis zu seinem Aufldsungspunkt

log P = 5,007. Die Werte der Aufstiegsgeschwindigkeit v sind an die entsprechenden Punkte der
T“-Kurven angeschrieben. (Links unten lies 2.06 statt 2.6 km/sec).
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gesprochen, als Funktion der geometrischen Tiefe nur in einem etwas
verzerrten MaBstab. . Man sieht, daB3 fiir das Element I von seinem
Startpunkt log P,= 5,224 ab, wo definitionsgemaBl 7"'= T ist, bis
log P,= 4,92 stets T""> T ist. Erst ganz oben in der Strahlungs-
gleichgewichtszone, wo ja V ;> Vg, ist,und sich das aufsteigende Ele-
ment deshalb relativ zur Umgebung abkiihlt, wird 7" etwas kleiner als 7'.
Die negativen Temperaturdifferenzen werden aber nie gréBer als 50°,
da die Strahlung fiir einen raschen Temperaturausgleich sorgt. In
grofleren Tiefen jedoch treten erstaunlich hohe Temperatur-Differenzen
auf, bis zu 1200° bei log P,= 5,1 (etwa entsptechend 7 = 2 fiir die
Mittelwerte) bei einer mittleren Temperatur von etwa 6800°. Noch
groBere Temperaturdifferenzen erhalten wir fiir das Element II, dessen
Startpunkt tiefer liegt als beim Element I. Hier erhalten wir Tempera-
turdifferenzen bis zu 3500° bei einer mittleren Temperatur von 6300°.
Wenn wir bedenken, dal es auch noch negative Temperaturdifferenzen
gibt fiir die absteigenden Elemente, so kommen wir hier bei diesem
Extremfall zu Temperaturdifferenzen, die. schon von der Grofie der
Temperatur selbst sind. Wenn wir auch in Betracht ziehen miissen,
dafl unsere Rechnungen direkt an der Konvektionszonengrenze nicht
mehr ganz zuverlissig sind, so diirfte nach den obigen Bemerkungen
eine genauere Rechnung doch eher zu noch grofieren A 7T fithren als zu
kleineren. Allerdings miissen wir bedenken, dafl wir in unseren Rech-
nungen die Turbulenzreibung ganz vernachlissigt haben. Es scheint
uns jedoch, daB sich durch ihre Beriicksichtigung die GréBenordnung
der Temperaturdifferenzen nicht &ndern wird, so dafl wir demnach in
der Sonnenatmosphire mit maximalen Temperaturdifferenzen von etwa
3000° rechnen miissen.

Fiir das Element I erreicht man die maximale Temperaturdifferenz
gegeniiber der Umgebung kurz vor der Zonengrenze. Daran schlieBt
sich ein steiler Abfall an, da in dieser Gegend die optische Dicke bereits
merklich kleiner geworden ist, und deshalb der relative Energieverlust
ziemlich grofl wird!. Demgegeniiber ist der ,,Temperaturgewinn® rela-
tiv klein, da sich V,; und V' nur noch wenig unterscheiden. Wie wir
oben bereits erwéhnten, erhalten wir oberhalb der Zonengrenze dann
sogar negative Temperaturdifferenzen, da sich hier ein adiabatisch auf-
steigendes Element relativ zur Umgebung abkiihlt. Die Zustrahlung von
aullen verhindert aber grofle negative Temperaturdifferenzen. Qualitativ
sind die Verhiltnisse beim Element IT ganz dhnlich. Hier hat sich jedoch
das Element bereits aufgelost, ehe der Temperaturabfall einsetzen kann.

! Wir haben den Durchmesser der Turbulenzelemente stets gleich I gesetzt; er
nimmt also dementsprechend nach oben hin ab. Ob es richtiger gewesen wire,
mit einem konstanten Durchmesser zu rechnen, mag dahingestellt bleiben; im
Rahmen dieser relativ groben Betrachtungen schien es uns belanglos.
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Die berechneten hohen Temperaturdifferenzen scheinen zunéchst nicht
mit den von THIESSEN beobachteten 300—400° iibereinzustimmen. Bei
diesem Vergleich mufl man jedoch bedenken, daf es fiir die Beurteilung
der Beobachtungen darauf ankommt, den Verlauf der Temperatur als
Funktion der optischen Tiefe einerseits im Element und andererseits

. in der Umgebung zu kennen, denn bei der Beobachtung vergleichen wir
gleiche optische Tiefen miteinander. Wir miissen demnach versuchen, den
Verlauf der Temperatur in einem Element zu einem gegebenen Zeitpunkt
als Funktion der optischen Tiefe zu berechnen. Den Mittelwert der Tem-
peratur in dem Element hatten wir mit 7"’ bezeichnet, die Temperatur
in den einzelnen Punkten im Element wollen wir im Gegensatz dazu
mit 7'’ bezeichnen'. — Haben wir bisher die Ausdehnung des Ele-
mentes als infinitesimal klein betrachtet im Hinblick auf die viel gr6Bere
Ausdehnung der Konvektionszone, so kommt es uns jetzt auf die Aus-
dehnung des Elementes an. — Die zu 77’ gehorende optische Tiefe
wollen wir mit 77/’ bezeichnen2. Wir berechnen dann zunéchst das
T’ (log P,) und dazu das 7"’ (log P,). Durch Kombination erhalten
wir das 7" (z”’’). Wir betrachten also nun ein gegebenes Element zu
einem bestimmten Zeitpunkt, zu dem es sich an einem bestimmten
Punkt, gekennzeichnet durch das zugehérige log P,, das wir dem Mittel-
punkt des Elementes zuordnen, befindet. Dann kennen wir aus unseren
obigen Rechnungen das zugehdorige 7', das wir auch ndherungsweise dem
Mittelpunkt des Elementes zuordnen. Um nun die Temperaturschich-
tung innehalb des Elementes zu berechnen, machen wir die Annahme,
daf innerhalb des Granulationselementes Strahlungsgleichgewicht
herrsche. Das ist sicher eine sehr grobe Ndherung, die aber fiir die sicht-
baren Granulationselemente, die ja schon in der Néhe der Oberfliache sind,
doch einigermafBlen brauchbar sein sollte. Wir setzen also vom Mittel-
punkt des Granulationselementes, zu dem die oben berechneten log P,
und 7"’ gehoren moégen, nach oben um //2 mit Strahlungsgleichgewicht

dlog T
fort. Das <m

)St berechnen wir aus unserem empirischen Modell3.
T
! Dann wird demnach 7777, gemittelt iiber das Element gleich 7. 77, gemittelt
iiber alle aufsteigenden oder absteigenden Elemente einer bestimmten Schicht
gleich 77, und der Mittelwert von 7" fiir auf- und absteigende und ruhende Materie
gibt das T unseres Modelles. (Genau genommen hétten wir 7/ gemittelt iiber eine
bestimmte Schicht gleich dem 7 zu setzen. Aber bei diesen Rechnungen haben wir
im Grunde das Element als infinitesimal klein betrachtet.
27’ und 77’ gibt es nicht.
% . Pg
T4

2 Da nach (2b) in groBen Tiefen das Vgsy ~ geht, so rechnen wir das

by 4
empirische Vgt (% Pyo, To) um auf g (% PyT) indem wir mit - - If 7. 7,_]’,‘;
. . . . %0 go
multiplizieren. Da wir das 7"/’ zunéchst nicht kennen, ist etwas anderes kaum
moglich.
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| Wir betrachten als erstes das Element I zu dem Zeitpunkt, an dem
es gerade den halben Weg zuriickgelegt hat, also mit seinem Schwerpunkt
bei log P,= 5,007 ist (Abb. 8, Lage 2). Nach Abb. 9 hat es dort eine
mittlere Temperaturdifferenz von 580° gegeniiber seiner Umgebung.
Die sich ergebenden Verhiltnisse sind in Abb. 10 dargestellt. Sie zeigt

|
T(F") Element I
(T Element I _L-

-
-
—

\
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!
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T bzw. T" —

\
\7z (2
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LT@") Element I
8000°
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= 1!
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Abb. 10. Aufgetragen ist die Temperaturschichtung 7', (7)) fiir das Modell mit [ = H (Index 1) (——),
auBerdem die Temperaturschichtungen 7',”“(7’’’) in den Granulationselementen I und II zu den
Zeitpunkten, in denen sie mit ihrem ,,oberen Rand‘ gerade bei 7 = 0,3 sind. Das Entsprechende ist
auch fiir das Modell mit ! = 2 H eingezeichnet, gekennzeichnet durch den Index 2. Fiir das Ele-
ment I sind hier die Temperaturschichtungen zu zwei verschiedenen Zeitpunkten eingezeichnet, ein-
mal wenn sein ,,oberer Rand‘‘ bei z = 0,3 entsprechend log P, = 4,79 liegt (—-—-—) und sodann, wenn

sein oberer Rand bei log Py= 4,566 liegt (—--—--—).

einerseits das 7' (T) (———) und andererseits das 7"’/ (7’ fiir das Ele-
ment I zum Zeitpunkt 2 (— — — —). Wir sehen, dal wir in 77" =7
= 2/3, d.h. in gleicher optischer Tiefe, nur noch eine Temperatur-
differenz von 310° haben. Wir wiirden also von aullen eine Temperatur-
differenz von 310° beobachten. Das diirfte nach dem oben Gesagten
etwa eine mittlere Temperaturdifferenz zwischen einem Granulations-
element und seiner Umgebung sein. Daf} wir statt der ,,wirklichen‘
Differenz von 580° nur eine von 310° beobachten, liegt natiirlich daran,
daBl das % mit 7' wiachst. Deshalb gehért vn dem Element zum gleichen
P, ein groBleres 7T als in der Umgebung des Elementes. Die héhere Tem-
peratur riickt dadurch scheinbar nach innen.

Noch viel krasser liegen die Verhéltnisse beim Element 11, das wir
zum Zeitpunkt 3 untersuchen, also in derselben Hohe, wo wir das Ele-
ment I untersucht haben (s. Abb. 8). Wir haben das 7"’ (7’”’) fiir dieses
Element ebenfalls in die Abb. 10 eingezeichnet. Nach Abb. 9 hat es bei
gleichem Druck eine mittlere Temperaturdifferenz von 3510° gegeniiber
seiner Umgebung. Nach Abb. 10 hat es, wenn man es bei gleichem
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T = 2/3 mit der Umgebung vergleicht, nur noch eine Differenz von 940°
gegeniiber der Umgebung. Das aber scheint mit den Beobachtungen
durchaus vertriglich zu sein; denn man muB ja bedenken, daf die beob-
achteten Granulationselemente etwa einen fiinfmal so grofen Durch-
messer haben wie die hier untersuchten. Die beobachteten Elemente
stellen also schon Mittelwerte dar iiber eine ganze Reihe unserer Ele-
mente samt ihrer Umgebung. Wenn nun im Mittel iiber ein solches Ge-
biet Temperaturschwankungen von 300—400° beobachtet werden, so
ist es durchaus verniinftig anzunehmen, daf einzelne der beobachtungs-
miBig nicht mehr auflosbaren Einzelelemente Temperaturdifferenzen
bis zu 1000° haben. Wir sehen also, da} die beobachteten Helligkeits-
schwankungen durchaus nicht im Widerspruch stehen zu den hier
rechnerisch gefundenen Temperaturschwankungen, die in gleicher geo-
metrischer Tiefe bis zu 3500° gehen konnen. '

Wie steht es nun mit der Ubereinstimmung der berechneten und beob-
achteten Geschwindigkeiten ? Wir haben die errechneten Geschwindig-
keiten in die Abb. 9 mit eingezeichnet. Bei einem Start in log P,
= 5,224 erhalten wir oben eine Geschwindigkeit von etwa 2 km/sec, bei
einem Start in log P,= 5,441 erhalten wir v = 3,8 km/sec. Das ist in
guter Ubereinstimmung mit den oben erwihnten empirischen Ergeb-
nissen von R. S. RicEHARDSON und M. ScEWARzZSCHILD, die fiir Elemente
von der GréBe einer Aquivalenthohe (100—200 km) auch auf Geschwin-
digkeiten von durchschnittlich etwa 2,5 km/sec kommen.

Fiir die Lebensdauer eines Elementes darf man wohl etwa die Auf-

stiegszeit eines Elementes einsetzen. Man findet dannt = [ 1ljvdx
AT =100°
= 2 Min fiir das Element I'. Die Beobachtungen ergaben etwa 3—4 Min.

Dabei muBl man aber wiederum bedenken, daB es sich bei den Beob-
achtungen um Aggregate der hier behandelten Elemente handelt, die
deshalb im allgemeinen eine etwas lingere Existenz haben werden als
ein mittleres Einzelelement.

Es scheint demnach, dafl unsere Rechnungen mit I = H auf eine
so gute Ubereinstimmung mit den Beobachtungen fithren, wie man es
nur erwarten kann.

Um jedoch den Bereich der Unsicherheit der Theorie einigermaflen

iibersehen zu kdnnen, haben wir die ganzen Rechnungen auch noch fiir
! = 2 H durchgefiihrt.

5. Berechnung der Temperaturschichtung der Sonne unter der Annahme,
daB der Mischungsweg gleich der doppelten A quivalenthohe ist.

Bei der Berechnung der Temperaturschichtung mit !/ = 2 H miissen
wir nun unsere Ausgangsformeln entsprechend éndern. Aus (8a) sehen wir,

1 Wir nehmen an, daB das Element etwa sichtbar wird, wenn es einen durch-
schnittlichen Temperaturiiberschufl von 100° hat.
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daB unser y, ~ I/H wichst, also doppelt so gro§ wird. Der Energieverlust
wird kleiner. (Geringere Abstrahlung wegen groBerer optischer Dicke.)
Aus der Ableitung von (10) sehen wir, daB § sich in derselben Weise
dndert und deshalb die Beziehung f§ = 3/2 y erhalten bleibt. Damit

2
bleibt auch (9a) erhalten. Nach (6a) geht 7% ~ (%) . I}, ist proportional

<

. % Die Reihenentwicklungen fiir  ergeben, dafl fiir kleine y das

v~ (%)2 « yo wird, wihrend fiir grofe y das 7® ~ (%)2 . wird. Dasheit

0
fir kleine y wird das s Fj ~ v+ 35 oder ~ (%)4 und fiir groBe 3 das
H

. . Lo b
(in den hoheren Schichten) wichst also z Fy mit 5 viel stérker an als

nF, ~ (L)% , abgesehen von der Anderung des V' — V’. Bei kleinen y

bei groflen y (in etwas tieferen Schichten). GroBeres z F, bedeutet aber
grofere Anndherung an die adiabatische Schichtung. Wir werden also
bei dem Modell mit I = 2 H eine groflere Abweichung von der Strahlungs-
gleichgewichtsschichtung erwarten als bei dem Modell mit I = H. Das
sehen wir in der Abb. 2, wo wir das T' (P,) fiir I = 2 H mit eingezeichnet
haben (--------- ). (Allgemein ist das Modell mit I = 2 H in den Zeich-
nungen durch punktierte oder gestrichelte Linien gekennzeichnet.) Das-
selbe sehen wir auch in Abb. 3, wo bei der Schichtung mit I = 2 H die
Abweichungen vom Strahlungsgleichgewicht schon bei 7 = 2 merklich
werden. Noch klarer sieht man die stirkere Annaherung an die Adiabate
in der Abb. 4, wo wir den gesamten Verlauf der Schichtung iibersehen
kénnen. Der Ubergangsteil der Kurve verlduft hier viel flacher und die
schliefllich erreichte Adiabate liegt viel tiefer als bei ! = H. Das hat zur
Folge, daB erst bei sehr viel héheren log P, das Vg, = V,; wird. Deshalb
ergibt sich in diesem Fall die Dicke der Konvektionszone viel gréBer als im
Falle I = H, ndmlich gleich 165000 km.

Den Verlauf des 7t ), selbst, das ja diese Verdnderungen hervorruft,
sehen wir in der Abb. 5. Wir kénnen natiirlich nicht erwarten, genau die
oben angefiihrte Proportionalitit wiederzufinden, da sich ja durch die
Anderung des n F; auch das VV — /" andert. Wie es sich &ndert, sehen
wir an der Abb. 7. Beilog P,= 5,2 ist das V — I’ fiir | = 2 H so viel
kleiner als dasjenige fiir I = H, daBl das n F), fiir I = 2 H bei groferen
Gasdrucken sogar kleiner wird als fiir [ = H. Die Anderungen der Zu-
standsgrofen gegeniiber der Schichtung mit ! = H machen sich hier
auch schon bemerkbar.

In der Abb. 6 haben wir auch den Verlauf von v fiir! = 2 H noch wieder-
gegeben. Hier, wo das I/ — I’” nicht eingeht, sehen wir das Anwachsen
mit I/H sehr deutlich. Lediglich durch die Anderung der ZustandsgréBen
wird die oben angefithrte Proportionalitit mit (I/H)?® bzw. mit ([/H)
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etwas gestért. Wir kommen demnach bei unserem jetzigen Modell zu
wesentlich hoheren Geschwindigkeiten als bei dem ersten.

6. Die Granulationselemente in der Schichtung mit I = 2 H.

Bei der Untersuchung eines Granulationselementes auf seinem Wege
vom Startpunkt bis zum Auflosungspunkt miissen wir bedenken, daB
das Element jetzt einen Weg von 2 Aquivalenthéhen zuriicklegt und da
es eine Hohe von ebenfalls zwei Aquivalenthéhen hat. Unser Element I
muf also nun bei log P,= 5,659 startc?:n, damit es bei 7= 0,3 entsprechend
log P,= 4,79 seinen Weg von zwei Aquivalenthéhen zuriickgelegt hat.
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Abb.11. Entspricht der Abb. 9, nur ist hier alles fiir I = 2 H eingezeichnet. Das Granulations-
element I (— — — —) startet jetzt bei log Pg= 5,659, und 168t sich auf bei log P, = 4,79, das
Element IT (---=------ ) startet jetzt bei log Pg= 6,093 und lost sich bei log Pg= 5,224 auf.

Das Element IT muB} bei log P,= 6,093 starten und l6st sich dann bei
log P,= 5,224 auf, wo es mit seinem ,,0beren Rand* bei 7 = 0,3 ange-
langt ist. Die Ergebnisse, die wir dann fiir diese Elemente erhalten,
sind in der Abb. 11 wiedergegeben. Man sieht, daB trotz des langen Weges
der Elemente die Temperaturdifferenzen der Elemente gegeniiber ihrer
Umgebung kleiner werden — wir kommen nur bis etwas iiber 2000° —
da, wie wir oben sahen, das V' — I/’ wesentlich kleiner ist als bei dem
Modell mit I = H. (Das AT ist ja ein Integral iiber V' — I/’). Dagegen
werden die Geschwindigkeiten gegen Ende des Weges ziemlich viel
grofer als bei der ersten Schichtung, da die Auftriebsbeschleunigung
iiber eine lingere Zeit auf die Elemente wirkt.

Wir haben dann noch die Temperaturschichtung 77/ (z”’) in den Ele-
menten zu untersuchen, um zu sehen, welche Temperaturdifferenzen wir in

© Springer-Verlag  Provided by the NASA Astrophysics Data System


http://adsabs.harvard.edu/abs/1953ZA.....32..135V

FI953ZA 5 227327 "135V!

Die Wasserstoffkonvektionszone der Sonne. 161

diesem Fall beobachten sollten. Dabei zeigt sich eine Schwierigkeit. Die
beiden Elemente liegen nédmlich jetzt in den Lagen 2 bzw. 3 so tief, da8
in ihrem Mittelpunkt, von wo wir bei der Berechnung der Temperatur-
schichtung ausgehen, der Strahlungsgleichgewichtsgradient so viel hSher
ist als der adiabatische, daB wir auch innerhalb der Elemente sicher kein
Strahlungsgleichgewicht mehr haben. Das I in dem Element auf eine dhn-
liche Weise auszurechnen, wie wir es fiir das Modell getan haben, geht
nicht, da wir nicht wissen, wieviel Energie durch das Element transportiert
wird. Uns fehlt also der Energiesatz und damit eine unserer notwendigen
Gleichungen. Man kann aber sagen, da der gesamte Strahlungsstrom
auf jeden Fall durch die Elemente hindurchgehen mufl. Da nun ande-
rerseits der prozentuale Anteil des Strahlungsstromes am gesamten Ener-

giestrom proportional Wlst, so erscheint es verniinftig, den Wert
r
V
Vstr

V
VStr

in dem Element gleich dem Wert von der Umgebung, d. h. gleich

dem Mittelwert von

P 20 setzen, wie wir ihn bei der Berechnung un-
tr

seres Modelles erhalten haben. Mit dieser Annahme fiir die Schichtung
in dem Element haben wir die beiden in Abb. 10 eingezeichneten Kurven
T}’ (z'”) fiir die Elemente I (— -+ —.- —- +—)und IT (—+ — —. — )
erhalten. (Der Index 2 soll andeuten, daBl es sich um das Modell mit
! =2 H handelt.) Wir haben auBlerdem das 7', (T) hier eingezeichnet,
also die Temperaturschichtung fir I =2 H. Man sieht, daBl in diesem
Fall bei T = 2/3 gar keine bemerkbare Temperaturdifferenz mehr vor-
handen ist. In dieser Lage wiirde man also die Elemente gar nicht
sehen. Wir haben deshalb das Element I noch zu einem spéiteren Zeit-
punkt untersucht, zu dem es mit seinem Mittelpunkt bei log P,= 5000,
d. h. an der Grenze der Konvektionszone angelangt ist. Dann ist es
mit seinem ,,oberen Rand‘‘ etwa bei 7 = 0,12. Die sich fiir diesen Zeit-
punkt ergebende Schichtung haben wir in die Abb. 10 ebenfalls einge-
zeichnet (— -+ —-+—-- — -+ —-). Hier kommt man bei T = 2/3 zu
einer Temperaturdifferenz von etwa 700°. Man kann daraus etwa fol-
gendes schlieBen: Bei dem Modell mit I = 2 H werden die Elemente
erst sichtbar, wenn sie schon sehr weit aufgestiegen sind. In den hohen
Schichten haben sie dann wesentlich hohere Temperaturdifferenzen
gegeniiber der Umgebung als in dem Modell mit [ = H. Da aber nur
Elemente aus ganz bestimmten Schichten mit einem entsprechend hohen
Temperaturiiberschull oben ankommen, so werden wir wenige, aber
heile Elemente haben. Das Erscheinungsbild der Granulation kénnte
sich dann von der Mitte zum Rand hin nur ganz unwesentlich éndern.
Ob sich hierbei wieder mittlere Temperaturdifferenzen von 300—400°
ergeben, 146t sich ohne eine eingehendere Untersuchung der aus ver-
schiedenen Schichten aufsteigenden Elemente, die sich hier aber kaum
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lohnen diirfte, nicht sagen. Es will uns jedoch scheinen, als ob man in
dieser Hinsicht zu keinen Widerspriichen mit den Beobachtungen kommt.
Lediglich die beobachtete Mitte-Rand-Variation der Granulation scheint
darauf hinzudeuten, dafl der Mischungsweg wohl kleiner ist als | = 2 H.
Wir méchten deshalb annehmen, daB die fiir / = H berechnete Schichtung
der Wirklichkeit am nichsten kommt.

7. Ein Modell mit doppelt so groSer Wirmeabgabe der Turbulenzelemente.

Um auch die durch die Unsicherheit des y eventuell entstehenden
Abweichungen von unseren bisherigen Ergebnissen ibersehen zu
kénnen, haben wir in das Entropiediagramm der Abb. 4 noch die Schich-
tung fiir /= 2 H, aber mit einem halb so groBen y eingezeichnet (- — - —- )-
Dies wiirde also einer doppelt so starken seitlichen Abstrahlung der
Turbulenzelemente entsprechen; der konvektive Energietransport wiirde
entsprechend geringer. Die Schichtung mufl sich also in der gleichen
Richtung &ndern wie bei einer Verkleinerung von I/H. Man sieht aber,
daB eine Verkleinerung von y um einen Faktor 2 die Adiabate nur etwa
1/, so weit verschiebt wie eine Verkleinerung von I/H um einen Faktor 2.
Ein etwas gréferer oder kleinerer Energieverlust des Elementes unter-
wegs beeinflufit also die Schichtung in der Konvektionszone weit
weniger als ein etwas groBerer oder kleinerer Mischungsweg, so daf3
demnach die wesentliche Unsicherheit unserer Rechnungen in der
Annahme iiber die GroBe des Mischungsweges liegt.

8. Ubergang zur Turbulenz der Chromosphiire.

In der mittleren Chromosphére miflt man Turbulenzgeschwindigkeiten
bis zu 15 km/sec. Diese Turbulenz scheint ihren Ursprung in der Wasser-
stoffkonvektionszone zu haben. A.UNsOLD [19] meint, daBl man die
hohen Geschwindigkeiten verstehen kann, wenn man die Turbulenz als
ein Aggregat von Schallwellen auffaflit. Dann mull — sofern man die
Energiedissipation vernachlissigen darf — der Energiestrom ~ g v? kon-
stant bleiben und deshalb 2 ~ 1/o anwachsen. Der Ubergang vom Tur-
bulenzfeld zum Schallwellenfeld 148t sich, was die GroBenordnung der
transportierten Energie anbelangt, folgendermaBen vollziehen: Die kon-
vektiv pro cm? und sec transportierte Energie ist

nF,=07vc,-AT. (11)

Andererseits ist die in einer Schallwelle transportierte Energie
o V2 c,, (12)
wobei ¢, die Schallgeschwindigkeit darstellt. Den Zusammenhang der
beiden Ausdriicke zeigt eine kurze Rechnung. Zunichst iStc_i = xi i

AT . ‘e .
X, Wor= Z—p das Verhéltnis der spezifischen Warmen bei konstantem
v
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‘ . . d RT
Druck bzw. Volumen bedeutet. Andererseits gilt ¢2 = d—g= % T, wor-
v ’
aus man erhilt ¢, = c3 - ¢, 72’?,17 Das in n F}, eingesetzt ergibt = F, =

1 AT . R h
» —77— 8OWle ¢, —C, = W nac

=pwvct- A; " C -%—und mit:—sz pomn R
elementarer Umformung gerade wieder die Gl. (12).

In dynamischer Hinsicht hat M. ScawarzscHILD (Diskussionsbemer-
kung auf der I. A. U. 1952) folgende Schwierigkeit betont: Geht man
von dem Geschwindigkeitsfeld der (von den Theoretikern bis jetzt fast
ausschlieflich studierten) isotropen Turbulenz inkompressibler Medien
aus, so ist dieses ein quellenfreies Wirbelfeld. Eine Schallwelle anderer-
seits stellt gerade umgekehrt ein wirbelfreies Quellen-(Potential)-feld
dar, so daB der Ubergang vom einen zum anderen nicht ohne weiteres
moglich ist. Das Dilemma diirfte sich im wesentlichen auflésen, wenn
man bedenkt, dafl in einer Sternatmosphire die Kompressibilitit der
Gase auch bei Unterschallgeschwindigkeiten schon wegen des Gravita-
tionsfeldes notwendig beriicksichtigt werden mufl (ein auf- bzw. ab-
steigendes Turbulenzelement verkleinert bzw. vergréflert notwendig
seine Dichte).

Zusammenfassung.

Es wurde die Temperaturschichtung in der Konvektionszone der
Sonne berechnet, wobei beriicksichtigt wurde, dafl konvektiver und
Strahlungsenergietransport zusammen immer den Gesamtenergietrans-
port o T4 liefern miissen. Es ergab sich, daBl die Temperaturschichtung
in der Nahe der oberen Grenze der Konvektionszone je nach der ange-
nommenen Grofle des Mischungsweges der Turbulenzelemente bis etwa
T = 2 oder 3 noch praktisch durch das Strahlungsgleichgewicht bestimmt
wird. Daran schlieBt sich eine sehr ausgedehnte Ubergangszone an, in
der die Temperaturschichtung zwischen der Strahlungsgleichgewichts-
und der adiabatischen Schichtung liegt. Praktisch adiabatisch wird die
Schichtung erst ab log P,~ 8, also in einer Tiefe, die auf die beobacht-
baren optischen Phinomene keinen Einflul mehr hat, denn schon
log P,= 5,50 entspricht eine optische Tiefe von 7 = 450. In dem Be-
reich T = 3 bis 5, der fiir die beobachtbare Ausstrahlung der Sonne ge-
rade noch von Bedeutung ist, betragt der konvektive Energietransport
nur etwa 30 bis 50% des gesamten. Die Dicke der Konvektionszone er-
gibt sich zu 65000 bis 165000 km je nach GréBe des angenommenen
Mischungsweges. Ein groBerer Mischungsweg ergibt eine grofere Dicke.

Die Granulationselemente sind die aus der Konvektionszone auf-
steigenden Turbulenzelemente, die an der Konvektionszonengrenze mit
relativ grolem Temperaturiiberschufl und hohen Geschwindigkeiten an-
kommen und daher ohne Schwierigkeit in die Strahlungsgleichgewichts-
zone hinein aufsteigen kénnen bis in die Schichten um 7 = 0,3, wo sie
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in der Néhe des Sonnenrandes ja noch beobachtet werden. Vergleicht man
die Granulationselemente mit ihrer Umgebung bei gleichem Druck, so
kénnen maximale Temperaturdifferenzen bis 3500° auftreten. Beob-
achtet man die Sonne aber von auBen,so vergleicht man die Temperatur
der Granulationselemente mit der ihrer Umgebung in derselben optischen
Tiefe. Unsere Rechnungen fiihren in diesem Fall auf Temperaturunter-
schiede von maximal etwa 1000° und im Mittel 300° bis 400°, was gut
mit den THiEssENschen Beobachtungen iibereinstimmt. Die von uns
berechneten Geschwindigkeiten von etwa 2—3 km/sec und die Lebens-
dauer von ~ 2 Minuten stimmen ebenfalls befriedigend mit den Beob-
achtungen iiberein, wenn man bedenkt, dal diese ja nur noch Elemente
erfassen konnen, die einen fiinf- bis sechsmal so groflen Durchmesser
haben wie die hier von uns betrachteten.

Herrn Professor Uns6LD méchte ich herzlich danken fiir die Anregung
zu dieser Arbeit und fir viele wertvolle Hinweise und Diskussionen. Des-
gleichen bin ich der Deutschen Forschungsgemeinschaft zu groffem
Dank verpflichtet fiir die Gewihrung eines Stipendiums, das mir die
Durchfithrung dieser Arbeit ermdoglichte. :
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