MEMOIRE

SUR LA

STABILITE DU SYSTEME SOLAIRE,

PAR M. D. EGINITIS.

T e

I.

1. Depuis la découverte de la gravitation universelle, la détermination des
lois exactes des mouvements des planctes ne dépend que d'un probléme de
Mécanicque. In appliquant I’Analyse & la solution de ce grand probleme, on est
conduit a trois équations différenticlles du second ordre.

Malheurcusement P'intégration rigoureuse de ces équations présente des difti-
cultés analytiques insurmontables dans I'état actuel de la Science. On ne peut
les intégrer que dans le cas simple ot 'on considére deux corps, le Soleil et une
planéte. Mais, d’apres la loi de Newton, les planétes ne sont pas sculement atti-
vées par le Soleil : elles s’attirent encore mutuellement, et ces attractions mu-
tuelles ont pour cffet de troubler le mouvement clliptique qu’auraient les diverses
planctes si chacune d’elles existait seule avec le Soleil. Elles produisent ainsi sur
leurs éléments elliptiques des inégalités qui varvient d'une planéte & lautre.
I'ort heureusement, la prépondérance du Soleil dans notre systéme planétaire
et la grandeur des distances mutuelles des planétes rendent ces inégalités telle-
ment petites que, bien qu’on ne puisse pas en trouver la valeur rigourcuse et
{inie, on arrive, par des approximations successives, & en obtenir une mesure
suffisamment exacte.

2. Les inégalités des éléments elliptiques des orbites planétaives sont de deux
sortes : les unes, insensibles pour un petit intervalle de temps, croissent indéli-
niment avec le temps et finissent par devenir considérables: on les nomme iné-
galités séculaires; les autres dépendent de la configuration mutuelle des pla-
nétes, de leurs nceuds et de leurs périhélies, et redeviennent les mémes toutes
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les fois que ces configurations sont les mémes; on les nomme pour cela indga-
lités périodigques.

De toutes les inégalités séculaires, la plus importante est celle qui peut affecter
les grands axes, non seulement parce que la stabilité du systéme solaire en dé-
pend absolument, mais encore parce que toute I’Astronomie théorique est basée
sur leur invariabilité.

Dans son beau Mémoire présenté & I’Académie des Sciences de Paris en 1773,
I'ilustre Laplace a démontré, le premier, que les grands axes ne sont pas sujets
a des inégalités séculaires; mais, dans son analyse, il n’a tenu compte que des
termes du premier ct du second ordre par rapport aux excentricités et aux incli-
naisons des orbites planétaires.

3. On a cherché cnsuite & trouver ce que pouvaient donner les termes né-
gligés. En 1796, dans les Mémoires de ’Académic de Berlin, Lagrange a pu
réduire toutes les inégalités & une formule excessivement simple, dépendant de
la dérivée d’une fonction finie du moyen mouvement de la planéte considérée, et
démontrer, avec une facilit¢ extréme, que le fameux théoréme de I'invariabilité
des grands axes subsiste méme quand on tient compte de toutes les puissances
des excentricités ct des inclinaisons des orbites. Mais cette démonstration de
Lagrange ne peut étre considérée comme suffisante, puisqu'elle ne s’étend que
jusqu’aux premicres puissances des masses des planétes troublantes.

Quelques annécs plus tard, en reprenant I'étude de cette question, Poisson a
obtenu des résultats fort importants. Dans un Mémoire présenté a ’Académie
des Sciences de Paris en 1808 ('), il a pu démontrer I'invariabilité des grands
axcs des orbites planétaires en ayant égard aux deuxiémes puissances des masses
des planctes perturbatrices.

Dans ce Mémoire, Poisson a d’abord fait voir, par la méthode de la variation
des constantes de Lagrange, que les inégalités des éléments de la planéte trou-
blée n’introduisent aucun terme séculaire; ensuite, en employant 'équation des
forces vives, il a démontré que les variations des éléments des orbites des pla-
nétes troublantes sont également sans effet sur les inégalités séculaires. Mais le
calcul de Poisson est extrémement long et compliqué, & cause du changement
de la fonction perturbatrice d’une planéte & I'autre.

4. L’importance fondamentale du théoréme de Poisson a cngagé Lagrange
a reprendre cctte question et & en chercher la démonstration par une voic tout a

(1) Journal de I’Ecole Polytechnique, XV¢ Cahier, année 1809.
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fait différente. Pour éviter I'inconvénient de la méthode suivie par Poisson et
pour simplifier le calcul, il a rapporté (*) le mouvement des planétes non pas au
centre du Soleil, mais au centre de gravité du systéme planétaire. En suivant
cette méthode, on obtient des équations différenticlles dans lesquelles la fonction
perturbatrice est la méme pour toutes les planétes; on pourrait ainsi démontrer,
par une méme analyse, que le théoréme de I'invariabilité des grands axes des
orbites planétaires est vrai, méme quand on tient compte des deuxiémes puis-
sances des masses.

Malheureusement cette démonstration de Lagrange est entachée de quelques
erreurs de calcul et, par conséquent, elle a perdu toute sa valeur.

Dans ces derniéres années, M. Tisscrand a indiqué unc nouvelle méthode (?),
qui lui a permis de démontrer le théoréme de Poisson d'une maniére & la fois
simple et élégante. Le savant astronome a réussi a trouver des équations dif-
férentielles du mouvement troublé, dans lesquelles les fonctions perturbatrices
correspondant aux diverses planétes ne différent que par des facteurs constlants.

5. De ce qui précéde, on voit que le théoréme de U'invariabilit¢ des grands
axes n'est démontré que quand on a égard aux deux premicres puissances des
masses.

Dans un Mémoire communiqué a ’Académie des Sciences en 1816, Poisson «a
cherché a le démontrer en tenant compte des Lroisitmes puissances des masses;
mais il n’a considéré que les termes provenant des inégalités des éléments de la
planéte troublée, et il a négligé quelques termes, ce qui I'a conduit & un résultat
erroné.

Dans une These soutenue devant la Faculté des Sciences de Paris en 1878,
M. Haretu, en suivant la méthode indiquée par M. Tisserand et a 'aide de I'an-
cienne démonstration de Poisson, a trouvé un terme du troisi¢me ordre propor-
tionnel au temps; mais il n’a pas cherché a se rendre compte de sa grandeur (*),
ni a donner son expression analytique.

Dans une Note insérée dans les Comptes rendus des séances de U Académie
des Sciences (t. C1V, p. 792), Sur un point de la théorie de la Lune, M. Tis-
serand a été conduit par induction a admettre que les grands axes seraient
sujets probablement & des inégalités séculaires du troisicme ordre par rapport
AUX masses.

(1) Mémoires de I’ Académie des Sciences, 1808.

(2) Mémoires de I'Académie de Toulouse, 7° série, t. VII. — Comptes rendus de " Académie
des Sciences de Paris, t. LXXXII. — Traité de Mécanique céleste, t. I, p. 3g1-403.

(3) TisseraND, Mécanique céleste, t. I, p. 403.
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6. Quand on compare les positions des planétes déduites des Tables aux
observations modernes les plus précises, on trouve des discordances qui ne
peuvent pas étre attribuées & 'existence d’erreurs séricuses dans les théories
des planétes (*). C'est ce qui nous a engagé a étudier la nature des inégalités
négligées dans les théories planétaires usuelles ct & chercher les formes analy-
tiques générales des plus importantes d’entre elles, en vue de préciser leur
grandeur et leur sensibilité dans les calculs des perturbations.

L’invariabilité des grands axes étant la basc des théories planétaires, nous
nous sommes proposé de chercher, par une analyse rigoureuse, si, parmi les
inégalités qui affectent les grands axes, il s'en trouve certaines qui soient sécu-
laives, sensibles, ne se détruisant pas mutuellement, ct, dans ce dernier cas,
quelle est leur expression générale analylique et quelle est la grandeur des per-
turbations qu’elles introduisent dans le mouvement troublé.

Dans le cas ou les grands axes scraicnt assujettis & des inégalités qui croi-
traient indéfiniment avec le temps, ces variations, changeant la naturec méme
des orbites, pourraient, & la longue, rendre les expressions générales des élé-
ments osculateurs pour une époque quelconque fautives, ct, par suite, les Tables
((ui donnent les positions théoriques des planétes absolument erronées.

‘n outre, P'existence de ces inégalités, méme si elles sonl excessivement
pelites, et conséquemment insensibles pour le moment dans les théories plané-
taires, donne licu a une autre question du plus haut intérét. Les inégalités de
celle espeee croissant avee le temps, quels sont les changements que la suite des
siccles pourrait amener dans les orbites planétaires? Les valeurs que les varia-
tions des grands axes atteindront ainsi avec le temps peuvent-elles déformer les
positions et la nature des orbites au point d’amener la destruction du systéme
planétaire?

Il est donc trés intéressant, pour I’ Astronomic théorique ainsi que pour avenir
méme du systéme planétaire, de chercher §'il y a des inégalités séculaires des
grands axes, de déterminer leur nature et de calculer leur effet.

En étudiant les inégalités du troisiéme ordre des grands axes, nous avons
trouvé des termes séculaires dont nous allons donner I'expression analytique.

Pour cela, nous allons tacher d’abord de simplifier autant que possible I'ex-
pression générale des variations du troisitme ordre des grands axes, afin de nous
débarrasser des termes qui peuvent étre démontrés, @ priori, comme pério-
diques. Parmi les termes qui nous resteront, nous chercherons ensuite 4 en

(1) Ganror, Théorie analytique du mouvement des planétes (Bulletin astronomique,
t. 'V, p. 329).
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séparer les séculaires. Enfin nous donnerons quelques applications numériques
de nos formules pour nous rendre compte de 'importance de ces inégalités dans
les théories planétaires:

IT.

7. On sait que, pour déterminer le mouvement troublé des centres de gravité
des planétes, il suffit d’obtenir en fonction du temps leurs coordonnées rectan-
gulaires héliocentriques x, y, z. Mais, comme il est impossible d'intégrer rigou-
reusement les équations différentielles, il est plus avantageux, dans les approxi-
mations successives auxcuelles on a vecours, de considérer les expressions
variables des éléments clliptiques.

On transforme ainsi le probleme et 'on introduit, au licu de trois équations
différentielles du second ordre en x, ¥, z, six équations différentielles du pre-
micr ordre en a, ¢, 0, 2, @, &, qui sontles six ¢léments de I'orbite. Comme ces
¢léments varient entre des limites trés resserrées, on peut, dans une premiére
approximation, les considérer, dans les équations qui donnent leurs variations,
comme constants, ¢t oblenir ainsi, par de simples quadratures, des valeurs ap-
prochées de @, e, 0, .... LEnsuite, en remplacant dans les six équations les six
inconnues qui y figurent par leurs valcurs obtenues dans la premiére approxi-
mation, on oblient, par de simples quadratures aussi, les inégalités des éléments
clliptiques du second ordre par rapport aux masses. En procédant ainsi, on peul
trouver, par de simples quadratures, les inégalités d'un ordre quelconque des
¢léments elliptiques.

8. Parmi les six équations qui remplacent les trois équations différenticlles
du mouvement troublé des planctes, voict celle qui donne la variation du demi
grand axc de 'orbile

da 2 JR
(1) T
dt na oJe

ol @ représente le demi grand ave de Torbite elliptique de la planéte troublée,
n son moyen mousement, ¢ la longitude moyenne de U'épogue et Rla fonction
perturbatrice correspondante.

Il convient de remarquer ici que R est du premier ordre par rapport aux
masses des planétes troublantes.

Pour avoir les expressions générales des inégalités de différents ordres du
demi grand axe, faisons varier dans le second membre de I'équation (1) les élé-
ments de la planéte troublée et des planétes troublantes; en représentant par la
caractéristique d les variations correspondantes des termes qui figurent dans
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I'équation (1), on trouve
da_ (OR _,OR\ (2 af'_>
dat =\ %% )\ra na

ou bien, en développant et n’écrivant que les termes des trois premiers ordres,

d(s,(l—i"aga—i—a;;a—f—...) . ()R1 ()l{g Q_[i_:g
2) d '_<7)a_+-7)—s—+ds e
2 2 3 S 2 o S
X 7{&—;-1;2( 1 -+ za—i—...)——‘,L___,;;(Olll—{*o:zll—*—...)],
ot ¢,a, Sa, ..., &,n, &0, ..., %%, %:—2, %[—:—*’ .-+ représentent des quantités

des ordres respectifs 1, 2, 3, ... par rapport aux masses des planétes trou-
blantes. '

En égalant dans les deux membres de I'équation (2) les termes des trois pre-
miers ordres, on trouve

[ ddoja 2 IR,
& dt ~ na d¢
. daq(l 2 ng 2 ()1{1 N 2 ()l{l- o
2y 24 2 Oy 2 Oy 2 0
(3) dt  na os nat 9 ¢ nta de '
déga___?;%_'_z_(_)l_il\ __2__()[{2“(1 2 dR, ., L2 0“_25 \
dt ~ na 0: na? 9z ° nat 0 YT nta g: 2 nia gz '

9. Il nous faut maintenant simplifier ces formules et en méme temps ¢liminer
les variations de n qui y figurent. Dans ce but, nous allons considérer la formule
connue

ntad = f(r-+m),
dauns laquelle nous avons désigné par 1 la masse du Soleil ct par me celle de la
planéte troublée.

I1 est évident que 'on doit avoir aussi

(n+0n+0,n+... 02 (a+0a-+...) = na’;

en développant, nous obtenons les expressions

In
Oy n—=— 2a6,a,
(4) A 3n 1D n
Oy N == — 5 — (0, a)?
o 72 a6_ 3 ag(o, )2,
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En intégrant maintenant les deux premiéres équations (3), aprés avoir rem-
placé dans la deuxiéme &, 7 par son expression trouvée plus haut, on trouve

. o,
‘ o= na,] d¢ @,

a2 mezt+_z_[&aladl.

na de " na® o

(5)

.7

10. On a déja démontré que &,a et &,a ne sont composés que de termes

périodiques. Nous allons donc examiner les termes de 'expression de 8, a.
. v . dé,a
Dans cc but, si nous remplacons dans P'expression de ——; ) )

par leurs expressions trouvées plus haut, nous aurons

doya 2 dRy 2 (()Hl JR, IR, (IR,

(6) dt " na oe nad / dt + e ) o¢ d)
l ()1‘1 dl}, ]5 dl{i a 3
nrat de / 8a T hnad _d?( 1)

Nous allons simplifier, autant que possible, cette formule et la transformer

en une autre qui se préte mieux a la discussion des termes dout elle est com-

posée.
Considérons, en premicer lieu, les termes
_ 2 0]—{1 ng dRz ()l{l
(7) /t‘-'a3<()£ T)E—dt—i_—gg—f de d>

enomeltant
R+ R,=R"

dans l'expression précédente, la partic qui est entre parenthéses peual étree rem-

placée par 'expression
JR" [ IR”

o) 9

a la condition de négliger ultéricurement dans les calculs les termes du deuxiéme

ct du quatri¢cme ordre, que nous introduisons ainsi.

Or
OR" N2
OR" [OR', 1 < / ‘“>
ol / =1

Oe ()c 7

donc I'expression (7) devient

(8)
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11. Passons maintenant au troisitme terme du second membre de I'équa-
tion (6).
On voit aisément que 'on a

IR, >
; onlfon,\ - R [on,”>: </ -

(9)

niat s 3nt m"’

En remplacant aussi, dans le quatriéme terme du second membre de I'équa-
tion (6), 8, @ par son expression (5), on trouve

IR, >
dt
15 dR1 (aia)2 <f .

T hnad 0: n*‘a’

(10)

Remplacons maintenant, dans I'équation (6), les trois derniers termes par
leurs expressions (8), (9), (10); nous aurons

R IR" \?
dia_ 2 Ry 1 (/ > 16 d(“os“‘“>

dt ~ na 0 nta? T3 d dt

ou bien, en intégrant,

_ *OR, ' oR” N\ 16 il
(1) 63“—-— na S di ~ Il?‘a“<' --E.:—dl> T 3dap (f de d>

Nous sommes ainsi parvenu a4 une formule qui se préte bien & Pexamen des

termes dont est composée I'expression générale des inégalités du erswmc ordre
du grand axc.
Considérons, en premier licu, le terme

6 IR
(12) 3’13) f 'dt) 5

nous savons quc
oR,
dt
%@ ~ na /

ct que ¢,q, et par suitef%%1 dt, ne contient que des termes périodiques; il est

donc évident que sa troisiéme puissance sera aussi composée exclusivement de
termes périodiques; donc 'expression (12) ne contient aucun terme séculaire.

12. Passons maintenant 4 ’examen du terme

R,
(13) 2 f d,
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qui contient les inégalités provenant de la variation des éléments de la planéte
troublée et des planétes troublantes. L’examen de la composition de ce terme
présente des complications singuliéres, a cause de la variation de la fonction
perturbatrice d’une planéte a I'autre.

On peut simplifier considérablement la discussion de ce terme en cmployant
la méthode indiquée par M. Tisserand. Cependant, malgré I'élégance et 'uni-
formité de cette méthode par la considération d’une seule fonction perturbatrice
pour toutes les planétes, la discussion en est encore longue.

D’apres notre analyse, I'expression (13) ne contient que des termes pério-
diques; par conséquent, nous nous dispensons de reproduire ici tous ces longs
calculs, d’autant plus que leur reproduction ne présente aucun intérét pour le
but principal de notre travail, qui est la recherche des termes séculaires.

13. Il nous reste maintenant a considérer le terme

1 dRV/ 2
I —_— —_— dl
(14) nza’< de ’
le seul qui contient des inégalités séculaires.
Pour le montrer et en méme temps pour trouver leur expression analytique,

nous allons prendre le développement de la fonction perturbatrice

(15) R=/f(m'IN e e'" '/ cosD' -+ m" EN" et e""" 1"/" cosD'+-. . .),

ot l'on a
D=+l + ko + ko' + uz,

A= [+ 7 — T,

w =6+ 17 —71,

l = nt+e,

---------- ’ °
en désignant par U, ", ... les longitudes moyennes respectives des planctes
troublantes, par m’, m”, ... leurs masses et par ¢, ¢’, ... les excentricités de
leurs orbites. N, N”, ... sont des fonctions des rapports des demi grands

a a . ey s ..,

axes — —» 1 @, @, ... les longitudes des périhélies, v, v, ... les moitiés

des inclinaisons mutuelles des orbites et 7, 7/, ... les longitudes de leurs nocuds
descendants. Par ¢ et ', nous avons désigné des nombres entiers posilifs, nuls
ou négatifs, qui ne peuvent pas étre simultanément nuls, et par « un nombre
entier négatif.
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John G. Wolbach Library, Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics * Provided by the NASA Astrophysics Data System


http://adsabs.harvard.edu/abs/1889AnPar..19H...1E

H.10 MEMOIRE
Cela posé, I'équation (15) nous donne

R . . . o .
(16) %? =— f(m'ZN'iehe'¥ n'f' sinD' + m" IN" ighe'"" n"1" sinD" +. . .),

ol le second membre ne contient que des termes périodiques.

14. Il nous faut maintenant trouver, a I'aide de I'expression (16), celle de

O,  ORy _ OR"

9 0 oe

Pour cela, nous allons mettre dans le second membre de ’équation (16), au
licu des éléments elliptiques de la planéte troublée et des planétes troublantes,
leurs valeurs osculatrices & une certaine époque, augmentées de leurs inégalités
du premier ordre par rapport aux masses; ct, du résultat, nous ne retiendrons
(que les termes des deux premiers ordres.

Or les inégalités du premier ordre des éléments elliptiques, déduites de la
premiére approximation, sont de la forme

o,a = A’ cosD’ 4+ A" cosD"+. ..,
0,6 = bt +B' cosD'+...,
oyn' =8¢+ E cosD' +...,
0h =yt+L'sinD'+...,

edyw=ct--P'sinD' +...,
(17) 6ia' == A’ cosD'+ A cosD" +. . .,
de =b'¢t+BycosD'+...,
0,/ =M'sinD’'+ M"sinD" +.. .,
e w=ct+ G sinD'+...,

067 =yt + Q' sinD'+.. .,

............................

’

. aRr
Remplagons maintenant, dans la valeur de % & @5 e ... paa+ g,

a +8,a,e~+0,e, ... ct développons par rapport aux puissances de 8, a, 8, «/,
g,y ...
Il importe de remarquer ici que, tous les coefficients A, A’y ', ... étant du

premier ordre par rapport aux masses, il suffit, pour le but que nous nous pro- -
. : IR . .
posons, de rctenir dans le développement de 5 les premiéres puissances des

inégalités du premier ordre des éléments.

-«
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De cette maniére, on aura

" !
(18) -07;-:— ::—ffm’z iehe' ¥ S (N’ sinD/ - N’(’—} sinD’ 0,¢' + N’g sinD’ ¢, e
rl !
-+ N —f—, sinD’ 8, + %1& sinD’'0,a
g - sinD’ 8,4’ + (N’ cosD’d, l

N cosD’' 0,/ 4 k'N' cosD' 6,
+ kN'cosD’ S, + uN'cosD’ 617’>

En substituant, dans le sccond membre de P'équation précédente, les expres-
sions de 8,a, &, e, ... données par les formules (17) et en réduisant, on trouve

(ig) ()()Ih = fm;ZN’w" e 0V sinD'4- N'ie" e”"n’f'< b+ f E)tsm])'

. , k K
+ N iehe' '/ (e ¢+ ¢ + = y +zy>tcosD’

- ele'M g [N’(B £ —+ B’ E’.L/>

!
-+ <A dN’ + A dN >] sinD’ cosD”

da
+ N'ele'W q (cl/—l— t’M’+ P’+ G + = Q>cosD’sinD"’
|
Ee St R ‘
o e e e

In intégrant par rapport a ¢, on déduit de la formule précédente

(n0) / IRt dt __z Sm'

'/eh e/IL’n/j’

cosD’
Lll -+ l Il

/z Lo, .
—}—N/leh rh.n < _+_e_,b+{7q>

¢ , sin)’
. .k k'
—N’ze"e"’"n’/’< c+—c+ ,/—i—zy>
¢sinD’ cosD’ ]
[in +n " (in+ i’n’)'lJ

. W '
+ e’ e”"n”'i[N(B'Q + B +E 4)
e e v

} ) ON' ., ON'\T cos(D'+ D)
+ <A,7 +A —’_>:| in—+in'+...
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15. Pour trouver la forme analytique du terme (14), il faut élever au carré
"
I'expression précédente de f Q;—:— dt. Nous trouverons ainsi des termes qui seront

du deuxiéme, du troisiétme et du quatriéme ordre par rapport aux masses.
Parmi ces termes, en négligeant, suivant la condition que nous nous sommes
imposée, ceux du deuxiéme et du quatriéme, il nous restera les termes du troi-
si¢me ordre, que nous nous proposons maintenant d’examiner pour tirer d’entre
eux ceux qui sont séculaires. :

Or les termes du troisiéme ordre, que nous trouvons en élevant au carré
I'expression (20), sont des formes suivantes :

(o) 2l ¢(} + cos2D’),

(B) 2T, sinD’ cos D/,

(y) aT;¢sinD’ cosD/,

(9) T, cos?D/,

(¢) T cosD' cos(D'+ D),

....................

11 est évident que tous ces termes sont périodiques, excepté le premier, qui
donne un terme séculaire I, z.

On voit donc facilement que chaque partie de la fonction perturbatrice, rela-
live & une planéte troublante, nous donne des inégalités séculaires provenant de
la multiplication de termes de mémes arguments.

Donc les grands axes des orbites planétaires sont sujets a des perturbations
séculaires du troisieme ordre par rapport aux masses des planéles perturba-
trices.

. L’expression générale de ces inégalités, déduite du carré de expression ( 20),
est
Tiele'tnlf1\ 2 / /
(21) —,1—2161—32‘/2771’2(%5,1) <§b+—eh—,b’+'£‘—,£>t,
Z s'étendant & tous les termes de la fonction perturbatrice. On voit donc que
chaque terme de la fonction perturbatrice donne lieu & un terme séculaire du

troisiéme ordre.
Pour arriver 4 ce résultat, nous avons admis tacitement que la quantité

in+1in',

qui entre en diviseur dans les formules précédentes, est différente de zéro. Pour.
que cela soit vrai, il faut que les moyens mouvements des différents corps de
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notre systéme planétaire ne soient pas entre eux dans des rapports rigoureuse-
ment commensurables. Cest effectivement ce qui a lieu, les valeurs numériques
des moyens mouvements tirées des observations n’étant pas dans des rapports
exactement commensurables pour aucune combinaison des planétes prises deux
a deux.

I11.

16. L’existence des inégalités séculaires des grands axes étant maintenant
démontrée, il y a lieu de se demander si les variations qui en proviennent pour
les distances moyennes, ainsi que pour les moyens mouvements des diverses
planétes, iront toujours dans le méme sens, en s’accumulant continuellement
avec le temps, ou si elles sont elles-mémes périodiques, de fort longues périodes,
comme les inégalités séculaires des excentricités et des inclinaisons mutuelles
des orbites.

La forme sous laquelle nous avons mis I'expression analytique des inégalités
séculaires des grands axes va nous donner d’une maniére excessivement simple
la solution de cette question. En effet, d’aprés la formule (21), on voit que chaque
terme séculaire contient comme coefficient une des trois quantités

(22) bt, 0't, &,

qui sont les termes séculaires des excentricités et des inclinaisons mutuelles des
diverses planétes. Or Laplace a démontré que, quelles que soient les masses des
planétes, par cela seul qu'elles se meuvent toutes dans le méme sens et dans
des orbites peu excentriques et peu inclinées les unes par rapport aux autres, les
inégalités séculaires des inclinaisons et des excentricités des orbites sont clles-
mémes périodiques, de périodes excessivement longues, et renfermées dans d'é-
troites limites. Donc les inégalités qui affectent les grands axes sont aussi pério-
diques, puisque les quantités (22) qu'elles contiennent comme coefficients sont
les premiers termes du développement en séric de fonctions circulaires. Les
périodes de ces fonctions étant excessivement longues, on peut supposer ces
inégalités proportionnelles au temps pendant un grand intervalle de temps, avant
et aprés 1'époque ou l'on fixe 'origine du temps. Il est évident aussi que les
périodes des différents termes séculaires sont les mémes que celles des inégalités
séculaires correspondantes des excentricités ct des inclinaisons mutueclles. Donc
le systéme planétaire est aussi stable relativement aux inclinaisons ct aux excen-
tricités que par rapport aux grands axes de ses orbites.
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. IV.

16. Pour évalucr la grandeur des perturbations qui affectent les grands axes
el voir si elles pourront, aprés un nombre plus ou moins grand de siécles, modi-
fier considérablement l'aspect général du systéme planétaire, nous allons les
calculer pour les grands axes de la Terre et de Saturne.

Mais d’abord nous allons transformer notre formule, afin d’utiliser les calculs
déja faits par Le Verrier.

Clonsidérons, en premier lieu, la Terre.

Dans le quatriétme Volume des Annales de I’Observatoire de Paris (Me-
moires), Le Verrier a donné les valeurs numériques en secondes d’arc de l'ex-
pression '

a2am’a  IN'

A= e g,

TR A

Lin introduisant dans la formule (21) la quantité A, clle devient
23 BRI NSV LY
(43) mEA(or g+ D)

Nous avons calculé, pour chaque planéte perturbatrice, les termes les plus
sensibles, en négligeant ceux qui ne pourraient influencer le résultat d'une ma-
nicre sensible. En procédant ainsi, nous avons trouvé les nombres ci-dessous,
donnés par leurs logarithmes :

A r
logA2<é b+ e—‘,b/+ ni£>

5,4752461
Action de Mercure.. | 10,3783361

10,1618381

[ 6,3110468n
6,7567877n
9,8897116 7
7,3686049 n
5,4813613n
8,4845657

Action de Vénus....
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8,5517383

7,1170923
§,942087o

\ §,0927776

Action de Mars.....

. 5,7054149n
Action de Julﬁter...? 6,696868¢

7, 1842297

Les termes provenant des actions de Saturne, d’Uranus et de Neptune étant
trop petits pour modifier sensiblement le résultat, nous les avons négligés.

Ainsi, aprés avoir effectué tous les calculs indiqués par la formule (23), nous
avons trouveé, en définitive, la valeur suivante de la variation séculaire du grand

. axe de la Terre :

d,a = — 0,000 000 000000000020 63 .

17. Considérons, cn second lieu, Saturne.

Dans le Tome X des Annales de I’Observatoire de Paris (Mémoires), Le
Verrier a calculé, pour les perturbations du mouvement de Saturne produites
par 'action de Jupiter, les termes de la forme

ymy N

= cele'h gt
Py

A= 2a
par conséquent, la formule (21) devient
'

o, A

Pour Saturne, nous n’avons calculé que les termes provenant de Paction de
Jupiter, les autres étant trés petits et presque insensibles.
Voici les résultats de nos caleuls :
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MEMOIRE SUR LA STABILITE‘DU SYSTEME SOLAIRE.

! !
1og2A"<gb + -Z—;b’—l-—%&)

| 3,8783258
2,3923506 0
2,0864142n
1,1535226
3,3010381 1
1,1474194
4,0512498
3,4406326 n

5, 1570883
3,023174311
1,2732196
0,0425660n
0,3663259n
1,6406930
1,9930296
T,6717074n

\ 1,5926070n

d;a’ = — 0,000000000019259 al.

18. Les résultats de notre travail nous fournissent les conclusions suivantes :

1° Les grands axes des orbites planélaires sont sujets & des inégalités
séculaires du troisieme ordre par rapport aux masses des planétes pertur-
batrices. _

2° Ces inégalités sont périodiques et de périodes excessivement longues,
de sorte que, en raison de leur petitesse, on peut les supposer proportion-
nelles au temps pendant plusieurs siccles.

3¢ La Terre et Saturne, par suite de ces inégalités, s’approchent actucelle-
ment du Soleil de quantités excessivement petites.
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